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DETERMINAC ION

DE LOS ESFUERZOS DE TORSION

EN EL ARCO DEL ESLA
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Dadas las grandes dimensiones del arco del HEsla, y particu-
larmente su gran flecha, se considerd srudente hacer un estudio
detallado de los esfuersos de torsidn y de flexidn transversal
Que puede producir el empuje del viento actuando sobre todo el
frente del arco y de la palizada de tablero; y creemos que puede
ser interesante, para algin otro caso anédlogo, exponer el método
seguido y los resultados obtenidos, especialmente en lo que se
refiere al reparto de las tensiones de esfuerzo cortante por tor
sidén en una seccidn tabicada. :

Aun cuando el empuje correspondiente a la velocidad maxima
de viento registrada por las estaciones metereoldgicas de la re-
gidén no pasa de los 75 kg/m2 , se adopta la cifra de 150 kg/m2
que aconseja la Instruccidn de puentes metdlicos para obras de
este tipo. |

~Con este dato se determinaron

| los empﬁjes horizontales so-

bre el arco, los montantes y

el tablero? v, en consecuencu%
los empujes totales perpendi-
culares al plano de la dlrec—

triz del arco &gffﬁhrﬁnnYTH?"“7

IPig. 1) las doce dovelas en que se

J : . considerd divididoj 2:fi:22244_

/



Dada la simetrfa del conjunto respecto a la vertical de clavg,

puede considerarse el semiarco como una ménsula curva empotrada en

, ! s AeoC~
el arranque, y soportando, ademds de los empujes antedlchos/una B
cidn hiperestdtica en clavg{gue en este caso,por razén de las sime-

- trias,se Reduce exclusivamente a una flexidn alrededor de la ver-
tical de clave.

Puede aplicarse facilmente el teorema de dastigliano teniendo
en cuenta los trabajos de flexidn y de torsidn, pues no habiendo

por simetris corrimiento angular de clave, se obtiene la ecuacidn:
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en la que la integral se extiende de arranque a clave, y en la
cual:

Mf son los momentos de flexidnm.

Mt los de torsidn.

m el momentc hiperestdtico en clave.

dé el elemento diferencial de directriz.

E/q,los nddulos de elasticidad longitudinal y transversal.

I los momentos de inercia de las seccicnes respectc a su

eje de simetr{a vertical.
I’ los momentos polares ficticios o reducidos que luego

determinaremnos.



Siendo Mf’ y Mt’ los momentos isostdticos en la ménsula del semi-

arco, m el momento hiperestético de clave, ¥y 5@ el 4dngulo de la

tangente a la directriz con la horizontal, se tiene

Mf = Mf’ + m cos ¢

Mt =Mt’ + m senyp

Basta pues sustituir estos valores en la ecuac idn anterior para
tener la ecuacidn En m que puede resolverse haciendo las inte-
graciones analftica o/gréficamente; pero surge la dificultad en
la determinacidn de los momentos ficticios I’ que no son,como

en una seccidn circular, los momentos polares, sino estos multi-
plicados por un coeficiente que depende del especial feparto de

tensiones en la seccidn como hemos de ver.

PLANTEAMIENTO TEORICO DEL PROBLHMA DE TORSION.-

Aun cuando sea repetir el planteamiento y desarrollo tedri-
cos de un problema conocido y tratado en todos los libros elemen
tdales de elasticidad, creemos preferible hacer rdpida y sucita-
mente la exposicidn completa de la teoria, a plicable a una pie-
za prismdtica cualquiera de seccidén sensiblemente constante con
dos ejes perpendiculares de simetrfa y de directriz recta o asi-
milable a ella por lo grande dé su radio de curvatura § frente a
las dimensiones transversales de la seccidn. Arrancaremos pues,
déndoias por conocidas, de las ecuaciones de equilibrio interno
y de compatibilidad y de las de contorno que constituyen le base

general de la teorf{a de la elasticidad.

Tomemos como origen de coordenadas el centro de la seccidn,



como ejes coordenados XX, YY, los dos ejes de simetr{a de la misma
y como eje Z4la normal a ellos por el origen.

SeanG; 03r Gi las tensiones paralelas a la direccidn que mar
"ca el subfindice en un punto cualquiera normales al elemento diferen

cial de superficie a que se refieren, y sean 1; (E;pz qjyz las
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en las que X Y 2 son las fuerzas que actlan en el interior del
elemento volumétrico diferencial, y que, en este caso de solici-
tacidn externa exclusivamente por torsidn son nulas.

Las seis ecuaciones de compatibilidad puestas en la forma

corriente en funcidn de las tensiones son:

(l+\)) V2 Gp + d)o2 =0 » (l&\)) V2Tyz + d.z 9 = 0
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(l#\)) Vz sz 4 42 P =0 » (1+9) szhy + ac @ -0
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Por dltimo las ecuaciones de equilibrio en el contorno son: .
(’
64,094» L)oy L TPZ n = XO

B I N

siendo en ellas li mn los cosenos directores de la normal a
la superficie con los ejes XX, YY, 42, respectivamente y Xo YO Z
las proyecciones sobre el eje respectivec de las reacciones exte-
Iriores en la superficie.

» el sistema se satisface completamente con
Bs facil comprobar que/la solucidon dada por

G::Gy =GZ=O ” Tk«y:o ” T}OZ:%};@ » TyZZ-M (5)

d j
siendo ¢ una funcidn de ¥ y de y solamente (independiente de z) y

que cumpla la condicidn:

abg . 2% g
dy? dy?

= const. - (8)

y ademds la condicién de mantenerse constante a lo largo de un con-
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torngﬂﬂgg’;}ecto, sustituyendo en los sistemas (2) y (3), todas

las ecuaciones se satisfacen por anularse todos los términos.
Sustituyendo en las ecuaciones de contorno, para .las super-
ficies laterales en las qQue n = 0 por ser paralelas al eje 4,

las dos primeras ecuaciones se anulan, y la tercera toma la forma:

T m:Oo’bien:ﬂg_lgﬁ_ de _df¢_o Vi
ez £+ Ty dy ds  dx ds s (7)

siendo ds el elemento diferencial de contorno de la seccidn y

d > dy sus dos proyecciones; ecuacidn que se cumple también

puesto que ¢ es constante a lo largo del contorno de una seccidn

normal cualquiera segin dijimos al definir o condicionar esta funcidn.
Por Ultimo, sustituyendo en las mismas ecuaciones de contor-

no, para las superficies o secciones extremas de la pieza en lad

que se aplican los pares de torsidn y en las que

se comprueba que la dltima ecuacidn queda sa¥isfecha, y las dos

primeras dan

- ,
=X ” ::Y
Lk% o) (T§z o

Admitiendo, de acuerdo con el principio de Baint Venant,que las
reacciones externas que provocan la torsidn se reparten en la
superficie .de las secciones extremas con arreglo a las mismas

leyes que las tensiones internas, basta, puaa, que las tensiones

X Y , o sus igualesT & integradas en toda la superficie
g 8 >z yz

de la seccidn, d&n como resultante un par; par que%)por estar si

P
tuadas las tensiones en el plano de la seccién/seré un par é mo-



mento de torsidn.
Efectivamente, esta condicidn se cumple porque la integral

de las proyecciones sobre los ejes XX YY .gon:

r

& d 3
J[szdﬁdy“ 'd'?gdk dy = dy %—igdyzo

Tyz dpdy:— dy %;Sédp =0

ya que ¢ es constante en todos los puntos de un contorno.
Del mismo modo, tomendo momentos respecto al centro de la

seccidn:

[
S L B T b
- | | Top = ds0dy + Ty Yado 4Y = J 35 Y dedy

r

%—)-g)od)edy=- y¢d)a+“ ¢dydg-J¢)ﬂy+
+Ij¢dpdyz- ¢y Ay - ¢pdy+2j[¢dkdy=24{)¢d)¢dy

---------- (8)

expresidén que habréd de igualarse al momento de torsidn de las fuer
zas exteriores.

Vemos pues que la solucidn dada por las expresiones (5{’sien-
do ¢ una funecidn que cumpla las dos condiciones (6) ¥ (7Z,satisfa-
ce rigurosamente el problemna.

Para determinar los corrimientos correspondientes a este esta-
do de tensiones, llamendo u v W sus componentes segun los tres

ejes XX, YY, s2)Eiu 2y £ las deformaciones longitudinales co-
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rrespondientes, y ;{;y ;Y;Z “);Z las tres deformaciones trans
versales o de deslizamiento, tenemos/con arreglog\siempret_a la

teoria de la elasticidad:
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Sustituyendo los valores de las tensiones halladas, queda:
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expresiones que nos conducen a la solucidn:

u=- Xyz n v =X oz  —mm--e- (14.)

en las que ol es el dngulo de giro por unidad de longitud de di-

rectriz que sufre la pieza por efecto de la torsién y cuya expre

sidn en funcidn de los corrimientos es

1 4 (du_dv
3 @ lay Tl =- S,

Este misma expresidén se deduce de las ecuaciones (10) derivando
la primera respecto a ’©,la segunda respecto a y y restando, con

lo que queda:

~ .1 a%g, azg| _
e "5( i %5%)2'2"(=-1-(- alye , alez) (5

d G da Y dy

g
nie
e

Antes de pasar a estudiar el procedimiento prdctico de determinar
la funcidn ¢ y sus constantes, conviene seflalar también que ha de

verificar se a lo largo de un contorno, la condicidn:

gtd 8§ =8 Gol . A

(—’
siendo l el esfuerzo cortante paralelo a la tangente al contorno

~de la seccidn, ds la-longitud elemental del contorno s, A el drea

plana comprendida dentro del contorno, v la direccidn de la nor-

mal al contorno en el plano de la seccidn.

In efecto,
T (d -, 3 ay, _ a9

T
(axen ay an i

J

, CO8 () -T)oz ces (B y) =

y de las ecuaciones (9) y (11) se obtiene:
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dw . dw
=+GJ(3-)-°‘-‘1)°+3§J8-G°L (y djo =t dy) = # 2 As GOL =wume- (13)

por ser necesariamente nula en una l{nea cerrada le primera inte-

gral, al ser w funcidn unfivoca de ko y.

METODO TEORICO. EXPERIMENTAL DE RESOLVER EL PROBLHVA.-

Ahora bien; dada la complejidad de la seccidn no puede preten

derse obtener anal{ticamente la expresidén de P ()0 y). Pero puede

& t

obtenerse

experimentalmeﬂfé’con solo darse
cuente de cue la expresidn ¢ = ¢’ + ¢’7 = m’[(})’- a (% + yZ)J "
4+ m"[(l)”‘r a ()® + yg)-] - (14)

(en la que a es una constente) satisface el problema siempre que

las y) cumplan la condicidn:

2 2
T8 L g (15)
dye® ay®

y tengan en los contornos los valores

2 2
+ 8 (¥ s y¥] & bu»

siendo bu_ una constante desconocida para cada contorno, con lo
que se tendrd a lo largo de ellos: @ = constp.
Pero estas condiciones son las que cumplef una membrana des-

provista de peso que arrancando de los contornos con las ordena-



das:

a (¥2 +3%) + b

no presente resistencia ni a esfuerzo cortante ni a flexidn,
sino que Unicamente sufra enwﬁm,plano tangente tensiones cons-
tantes e iguales en todos los puntos y en todas las direccio-
nes, como se verifica en una membrana lfquida que se sostiene
por su tensidn superficial/y cuyo espesor es suficientemente
pequefio para poder prescindir del peso propio; tal es, por ejem
plo, una pompa de jabdn, u otra solucién adaloga de gran tensidn
superficial.

Vemos a ver, pues, como pueden determinarse las constantes

7 2 p

m’, m’’, a y obtener todos los datos necesarios sin mas que Tea
lizar dos membranas de este tipo.
En este caso, tenemos ademds del

contorno exterior, tres contornos

interiores, y, por consiguiente

tres constantes bu_que represen-

tan los desniveles o alturas a

que quedan estos contornos inte-

riores respecto a este exterior.
La simetrfa de la seccidén hace
(Fig. 2) que los dos contornos laterales
tengan que estar a nivel con sus
constantes iguales; Sean pues en una de las membranas %‘i eshas
desniveles y bé el desnivel o alture del contorno central igual

mente respecto al exterior, y sean bé' bjé los valores respecti
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vVOos en una segunds membrana.
Las constantes m’ m’’ pueden entonces determinarse por la
condicidn (13), que vimos anteriormente, segin la cual la fun-

cidn ¢ ha de dar:

4

( PNQQ ds ’ a g’? ‘ ” ’
< =1 a ¢ - gl e ds = ¢+ 2GXA
A7 )P T_Lze dsy +m d’@‘% { 4

|

rd___@ } ’ ’ 0 (16)

d ok ’ d ¢ ’ s d

( %, S)c—m’ _372:%_(:_(1 5, + I .—%{dsc:".z.gx'}&c
e

De este sistema de ecuaciones pueden obtenerse las constan-
tes g:_gii a introducir en la expresién (14) de la funcidn ¢f.

La constante g, dnica que queda por fijar, puede establecer-
se por la condicidn de que Mt tenga un valor determinado, pero
es preferible imponer como dato Ql dngulo de giro > y determi-
nar despudés el momento de torsidén correspondiente que produce es-
te giro. A

Para ello, se dispone de la férmula (12) que aplicada a la

expresidn (14), y teniendo en cuenta la (15) da:

g a®g
ol =4
&

5 a (m” + m
dye dy
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APLICACION AL CASO PARTICULAR DEL ESLA.-

De acuerdc con la teorfa enterior se construyeron dos mem-
branas sobre unos determinados contornos que en planta seguian
los contornos reales de la seccidn a escala 1/20 y cuyas absci-

rd o
sas correspondian a la ecuacion:
g 2 [

il a il B x y®) v 1

tomando para ellos las constantes arbitrarias

a=1/4 » b? = 2,00 em. - » b'é = 1,63 cm.
a=1/4 » b?’:l,oo w0 = H28
c
De las merbranas obtenidas en esta forma (fiés. ) se obtu-

vieron los valores correspondientes de las superficies ¢’ ¢’

(figs. ), ¥ de ellas los vealores en los contornos:
. i 2 " 71 >
d u 4,29 a ’
—_ u 4,29 ;

A
) i . r
f%_g da e XRAOR L Ligood e %—% ds \: 3,52 _ 3,03

» 2,15
Ac : 14c )

con los que las ecuaciones (16) y (17) toman los valores:

il

s

- [

<

5,50 m’ + 2,20 m’ . = ¢
-2,73 m’ + 3,03 m’’ =+

*34@(} m

Weswaismiiving

de las que se deduce

4 a4

m' = ” m = ” g(}(;—_—-_
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Introduciendo estos valores en la expresidn (14) se obtiene la
sl . .— vé
funcidn ¢ que se ve en las figs. ¥y que arroja un volumen
de L.ss.4e0ametros,cuyo duplo representa el momento de torsidn

que produce un giro ® = —
G

El cociente del momento de torsién por el dngulo del giro

relativo de dos secciones distanciadas a la unidad, es:

Me . 2 ¥ed .

Loy o et

G G
y siendo el momento de inercia polar de la seccidn
I, = 287,51 m4
puede escribirse:

i p

Mt = goA2 Vol 1 _ g I G X =11; Go¢ x 287,51 =
P

= GO(. Ipo

en la que X es el coeficiente de reduccidn que hay que aplicar
en eéte tipo de seccidn al momento de inercia polar.

Los méximos esfuerzos cortantes se producen segun las tan-
gentes a las curvas de nivel de la superficie ¢ y sus valores
que se representan en la fig. 12 corresponden a las pendientes
de esta superficie, bajo la accidn del momento de torsidn que

produce el giroxX = - G; o sea:

£ iz 28 T ‘ e ’
Mth*= y 0,365 Ip (GX =1} = 0,365 Ip e L

Para otro momento Mt las cotas de esta figura habrdn de multi-
plicxrse por:

mkeg _ k= Mt
mé  m3 0,365 Ip



Admitido que K se mantiene constante para todas las seccilones
'dada la gran semejanza de éstas y su variacidén relativamente pe-
quefia se tienen los datos para plantear y resolver la ecuacién
(1) que da el valor de la reaccidn hiperestdtica, y con ello ob
tener los momentos de torsidn y de flexidn en una seccidn cual-
quiera del arco, todo ello en la forma corriente por lo que no

entramos en su detalle.

En este caso, se han obtenido, en la seccidn mas cargada,
con Ip = 140,56 m4 y Nt = 680 tn m un valor médximo de 66 tn/m2 =
6,6 kg/em2 que combinado con la compresidn longitudinal repre-
senta minimos de 16 kg/cm2 representa una traccidn mdxima de

2 con el plano de la seccidn
kg/cm2 en una direccidn que forma/como puede verse tra-

zando el ci{rculo de Mohr correspondiente.

Estas tensiones constantes han de combinarse con las compre-

siones longitudinales qué sufre
ta para tener las direcciones e
mdximas, con objeto de disponer
tas de hormigonado.

Toda la parte experinental
rio ICON de Investigaciones de
nas de una solucidén jabonosa de
nidas a 182 permitian hacer las

renovar con excesiva frecuencia

el arco por compresidén compues-
intensidades de las tracciones

y armar particularmente las jun-

ha sido efectuada en el Laborato-
la Construcecidén S.A. con membra-
compos icidn especial que- mante-
observaciones sin necesidad de

las membranas.

Para mayor seguridad se repitieron las lecturas con el bas=-

tidor de contornos en la posicidn normal y en la invertida con

objeto de tomar las medias de ambas lecturas y evitar as{ los

errores debidos al peso propio de la membrana que en este caso
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resultaban muy pequefios.

11 modelo a escala 1/20 as{ como el dispositivo general de
lectura mediante pantdgrafo con punta especial a nivel veariable,
que se ve en la fig. permitia el trazado de varias curvas de
nivel sin renovar la membrana.

A pesar de ello se requieren experimentadores hdbiles yt
pacientes para desarrollar con éxito la experimentacién, parti-
cularmente por la dificultad de precisar los puntos de contacto
del estilete con la membrana; y probablemente si hubieran de
realizarse estudios mas extensos o‘mas frecuentes de este tipo,
serfa 4til la sustitucidn de este sistema de determinacidn de
las curvas de nivel por puntos, por otro dispositivo optico de
mayor eficacia. Pero, ha podido comprobarse nuevamente, no solo

la posibilided prdctica de aplicar el procedimiento como ya lo

habian hecho otros experimentadcres, sino la gran ventaja y exag
| :

% titud que con él se obtiene para el estudio del reparto de ten-
| : 3

siones en casos como éste, de gran complicacidn.




	363.536 PAG_00
	363.536 PAG_01
	363.536 PAG_02
	363.536 PAG_03
	363.536 PAG_04
	363.536 PAG_05
	363.536 PAG_06
	363.536 PAG_07
	363.536 PAG_08
	363.536 PAG_09
	363.536 PAG_10
	363.536 PAG_11
	363.536 PAG_12
	363.536 PAG_13
	363.536 PAG_14
	363.536 PAG_15
	363.536 PAG_16

