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PREFACE.

M. Bossut , membre de PInstitut national, est Pauteur qui .
a traité avec le plus de détail la partie de la Statique, qui a
" pour objet Iéquilibre des voiites : son Traité se trouve & Ia
fin desa Mecamque imprimée en 1802. 11 estrécedé d’une
“introduction qu1 sert A faire connaitre l’ob]et de la Stathue
des vofites, ainsi que Phistorique de cette'science. Je trans-
crirai ici cette introduction , afin de |mettre le lecteur &
‘méme d’apprémer mon travail : je rendrai compte ensuite
des motifs qui m’ont déterminé & traiter le méme sujet, et

des différences qui dlstmguenk mon, Ouvxage de tous ceux
qui . Pont pxécédé T

« Tout le monde sait que les pierres ou les voussoirs
» dont une vofite est composée forment des espéces. de

‘pyramldes tronquées, qui , en's appuyant les unes contre
les autres par leurs faces latérales et inclinées; se con~
trebalancent mutuellement , et demeurent suspenduesen’
Tair sans le secours d’aucun soutien inférieur; tout leur’
effort se dirige vers les massifs, ou pieds- 'dro‘ifs' qui
sontiennent la volite, comme:si elle n’était qu'un seul et
» méme corps continu. Les voussoirs éprouvent 1’action de -
» d1iférentes forces , qui proviennent ou de leurs poids, ou
» de pressions extérieures, ou du frottement , ou de la
» cohésion des matiéres, etc. 'Toutes‘ces forces et les ré-
» sistances des pieds-droits composent un systtme qui doit

“» étreen equ1hb1e » et de plus, cet état d’equlhbre d01t avou'
» une consistance ferme et durable,

»

N

»

N

» Les forcgs partl_cuh_eres qui agissent de proche en :pro-‘
a4 :
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PREFACE. |
che sur chaque voussoir peuvent étre fort différentes. Par
exemple , dans unevolite demi-circulaire, le voussoir du
milieu ou la clef, agitcommeun coin contre le second vous-

" soird droite et | a gauche, et tend 3 1¢ faire remonter;le se-

cond voussoir agit-de méme contre. le troméme celul-m

contre le quatriéme ; ainsi.de suite. Ok, d.mesure- quon ’,
s'éloigne de la: clef, les angles que. forment les-faces laté-
rales des v,_q11§s01rs_ avec lhorizon vont en diminuant
@’olil résulte: que les pressions absolues des voussoirs
doivent aller en augmentant - afin que les efforts résul-

». tans. de ces pressions ,.perpendiculairement aux.faces:con~

»

»,

»
»
»;
»
)
»

tigués_ des voussoirs, soient égaux de.prache en. proche,
et.se fassent, mutuellement, €quilibre.

-» En: général,, quelles que puissent étre la figure d’une

volite et la nature des forces qui agissent sur les vous-

. SOITS , il doit, exister entre.tontes ces forces une-relation

telle Que tous les .voussoirs,. qui: forment; réellement des

. eorps.séparés; soient maintenus en équilibre-dans. toute

Pétendue de la voiite, sans quoi elle se déformerait et

tomberait par. piéces : ensuite , lorsque: cet équilibre par-

tiel sera établi, on pourra considérer la volite comme un

_corps continn, et i} ne sagira plus que de déterminer les
dimensions que les pieds. droits doivent. avoir ponr. en
soutenir, la poussée., ou. pour laporter sanss’écraser.

* » Il'ne parait pas que les anciens architectes fiissent con-

2N
»
»
»

N

N

duits-par des principes certains et géométriques dans la
recherche des moyens qu’ils employaient pour assurer la
solidité de leurs édifices. Fexpérience , imitatiog, et une
mecamque naturelle , Jeur servaient de guides. Vitruve,
qui florissait sous Auguste , et ‘qui a rassemblé dans son
architecture toutes les. connaissances qu’il regarde comme
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PREFACE. ‘ Nij
ndécessaires 3 céux qui exercent cet art, ne parle ducu~
nement des secours qu’ils doivent emprunter de la mé-
canique pour connaitre et decomposer les forces, et pour
renvoyer leurs efforts vers des appuis capables de les sou-
tedir. 11 ne dit rien non plus de Part du trair, ou de la

-coupe des pierres et des bois. Vrmsemblablement les an-

ciens architectes , occupés d’une maniére exclusive de tout
‘ce qui regardait la décoration externe -et la distribution
interne de leurs édifices, abandonna1ent entiérement aux

» -appareilleurs la partie de Part , qui a pour objet la soli-
» dité et le détail des moyens-de construction : en quéi

»

3
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)
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N

ils ont eu malheureusement trop d’1m1tateurs parm1 les
modernes.

» On n’a commencé que trée tard 3 sentir Ia néce551te de
soumettre le probléme de Péquilibre des vofites atix lois
de 1a mécanique. En 1695, 1a Hire, dans son Traité de
mécanique , établit par la théorie du coin la proportion
suivant laquelle on doit faire angmenter les poids abselus
des voussoirs , depuis la clef jusqu’aux zmpostes , dans une
vofite .demi - circulaire. L’historien de l’Académle .des
Sciences rapporte, sous l'arinée 1704, que Parent dé-
termina, suivant les mémes prlnc1pes , mais seulement
par_points., la figure que’ doit . avoir l’extrades durie
volite dont Pintrados est un. deml-cercle et qu’il donna
de plus la mesure de la poussee d’une telle Voute contre
les pleds drmts. =

» Ji ignore si cette solutlon a eté 1mpr1mee , o

» Les deux illustres fréres; Jacques Bernoulli et Jean
Bernoulli , Huyghens et Leibuitz, ayant #ésolu;- en'179sx,
le probléme de la chalnette , 165 géometres ne tardérent
Ppas & apercevoir que la figure: de cette courbe , retour-
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» née de bas en haut, est celle quon doit' donner & une
-» volite composée de voussoirs infiniment petits et égale~
» ment pesans, pour que toutes ses parties soient en
-» équilibre. David Gregori fit remarquer le premier cette
_.» identité; dansles Transactions phzlosophzques pour Pan-
-» née 1707 ; 5 mais son raisoninement ; quoiqu’exact , n’avait
» pas toute: la clarté qu on pouvait desirer.

» On trouve dans lun des Mémoires posthumes de Jac-
» ques Bernoulli deux solutions directes du probléme ,
» fondées sur deux dlfferentes maniéres d’envisager Paction
'» des voussoirs. La - premlere est claire , simple , exacte , et
» conduit facilement 3 la véritable équatlon de la courbe
» qui est la chainette retournée; la seconde a besgin d’une
~» petite correction , que Pauteur aurait sans doute faite Jui-
» méme, il efit pu revoir son Mémoire , et que Cramer,
» éditeur de ses ceuvres, a 1nd1quee au moyen de cette
» correction , on-retrouve egalement l’équatlon de la
» chamette.

» Dans Tes. Mémomes de P Académie des Sciences pour
» Tannée 1712, La Hire , considérant le probléme de la
b,'poussee des votites, sous un pomt de vue 1nd1que par
> quelques expériences, en donna une solution , qui’, par
» la SlmphClté du caleul et des résultats, fut saisie €t adoptee
» avidement par la plupart des praticiens , sans s'embarrasser
» si elle était applicable A tous les cas qui pe}uvent arriver.
» 11 suppose que les volites dont les pieds-droits n’ont pas
» une épaisseur sufﬁsante pour en soutenir la poussée 5 se
» fendait vers les reins & la hauteur d’environ 45 degrésau-
» dessous des 1mpostes :en conséquence il regarde la partle'
' '»,a;»‘,superleure de la vofitecomme un_coin qui tend 3 ecarter .
~» ou & renverser Jes pieds-droits, et il détermine ; par la
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théorie du coinet du lev1er, les d1menslons qu ’ils doi-

vent avoir pour résister &' leur effort. On s'en est tenu
pendant long-temps umquement a ‘cette méthode pour
les votites enberceau; on Ta méme apphquée aux voiites
en déme , quoique Ies deux cas ne se ressemblent point,
et qu’ils condulsent a des équations de degrés différens ,
comme on le verra par Ia suite.

» Couplet a donné en deux parties un Mémoire sur Ia
poussée des voiites en berceau ; la premiére, imprimée
dans le Volume de I’Académie pour Pannée 1729, traite
de la poussée des voiites et de-Pépaisseur {de leurs pieds--
droits , en considérant les voussoirs comme infiniment
polis , ou comme pouvant ghsser les uns sur les autres ,
sans éprouver ¢ aucune résistance de la part du frottement;

‘mais comme cette hypothese n’est pas exactement con-

forme A Pexpérience , la seconde partie du Mémoire ,
1mpr1mee dans le volume de PAcadémie pour Pannée
‘1730 , a. pour objet les mémes questlons , €n sup-
posant que les voussoirs n’ont pas la faculté de glis-

ser, mais qu'ils peuvent se soulever et s'écarter les uns

des autres par de petits mouvemens de rotation. Toute
cette théorie est apphquee pr1nc1palement aux volites

.01rcula1rcs. Couplet détermine la proportion des poids

des voussoirs, et la figure qu’il faut donner 2 l’extrados
relatlvementa Pintrados : il n’a d’ailleurs ajouté que trés-
peu de chose aux théories de La Hire et Parent ; et aucun

d’eux n'a traité le sujet avecla generahté et la prec151on

nécessaires 501t dans la théorie , soit dans la prathue.

« Le volume de l’Académle pour lannee 1734 ) conhent
un Mémoire de Bouguer sur les lignes courbes , propres
a former les yoilies en ddme. Lauteur fait voir quion
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peut employer pour cela une infinité de lignes courbes
et'en méme temps il indiquéla manitre de choisir les plus
avantageuses. Il suppose toujours que les voussoirs ont
leurs surfaces infiniment polies; il établit , d’aprés cette
hypothése, les conditions de l’équlhbre dans chaque assise
horizontale d’une vodte en déme. On voit que ce pro-

bléme a de l'analogie avec celui de la chalnette retournée

pour les voiltes en berceau. Bouguer n’a dailleurs donné
aucune méthode’ pour” détermmer la poussée des voiites
en dome iln’a pomt éxaminé la loi des forces qui doi-
vent agir sur les voussoirs lorsque la courbe génératrice
est -assujétie & des condltlons donnees* manere féconde
en problemes cuueux et ut11es. :

~» Tels sont les ouvrages 5 au moins. ceux qu1 meta1ent

connus , sur? equlhbre desvoutes lorsqu’en 1770, comme
les dates en font foi, je traitai la question dans toute sa
généralité , tant pour les voutes en berceau que pour les
volites en dome. Jexaminai tout ce .qui regarde la figure
et Ja poussee de ces deux _espeees de volites dans deux

» mémoires imprimés parml ceux de PAcadémie des Smen—
» ces de Paris, pour les années 1774 et 1776. Ce travail fut
» entrepns a Poccasion du dome de Déglise de Samte—Gene-

»

»

2

»

»

»

»
' en question, prouve que les piliers avaient une épaisseur

»

vieve ( aujourd’huile Panthéon frangais) commencée pae
le célébre architecte Souflot, et achevée sur ses dessins.
Les, plhers et les colonnes qui portent ce ddme ayant été
regardes par. quelques critiques, peu versés dansla mé-
camque comme insuffisans pour en soutenir la poussée )
]e fus engagé A chercher la yraie formule générale, alors

inconnue , pour determmer la. poussée des volites en
‘déme,-comme la Hire ‘a déterminé celle des vofites en

berceau. L’apphcatmn que je fis de ma formule au_sujet
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- suffisante pour résister au renversement ; aussi Iédifice
- nla-teil éprouva A.cet égard aucum mou*vement Mais par

I'usage vlcleux o1 Pon était alors de creuser le lit des
p1erres 'vers lintérieur, il est arrlvé que le tassement ,
occasionné par la. charge. supérieure du déme, a falt

-éclater les pierres vers les paremens , et que presque toutes

les colonnes ont épreuvé les funestes effets de ce tasse~
ment. Souflot, lui-méme , qm en eut une crainte antici-
pée, entreprit de faire des expériences pour déter-
miner la résistance dont les pierres sont capables sans

- Sécraser sous des pressions données. Il mourut en 1780,
. avec la malheureuse certitude oculaire , que les plhers de-

son ddme commencaient 4 se briser vers les bords. Sa ma-
chine & écraser les pierres a été dans la suite fort perfec-
tionnée par. le cit. Rondelet, quia falvtAun grand nombre

‘@’éxpériences sur la résistance des pierres. de différentes

esptces et de différentes dimensions : il a déj3 publié une
partie; de ce travail dans son' Mémoire historique sur. le
Panthéon frangais (1793);-il Ya continué avec succes , et
on en doit attendre:les plus grands avantages pour la con-
naissance de cette branche importante de larchitecture.
J’ajouterai ici qw'on a prxs en dernier lieu des précautions
eﬁicaces contre les progres de. l’aﬂalssement du dome du
Pantheon franga1s.

» Le tome. 77 des ouvrages presentes A l’Academle des

‘Sciences, contient;sousla-date:de Vannée 1773, un' beau

Mémoire du cit. Coulemb., aujoud’hii membre dé 1'Ins-
titut national , sur quelques problémes relatifs & larchi-

“tecture. Parmi ces problémes setrouvecelui de l’éthbre

des volites en berceau , que lauteur a tralte par une mé-

thode dirigée vers l’utlhte -pratique. .
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» En 1785 le cit. Mascheroni fit imprimer & Bergame un
ouvrage intitulé : Nuove Richerche sull’ . equzlzbrzo delle

wolte , dans lequel il y a des proposmons curieuses sur

ré qu111bre des votites , principalement sur Péquilibre des

_voiites en déme, A bases circulaires elliptiques et poly-
vgonales. L’auueur reconnait lui-méme que mes deux Me-,

moires ne lul ont pas été inutiles.

» Un grand nombre de ‘nouvelles réflexions théorlques
et expérlmentales que jai fa1tes, depuls mes premiers
essais , sur toute cette matiére ,, m’ont determme dlare-

_prendre et 4 la traiteravec toute Tétendue nécessaire pour
rendre mes recherches utiles aux mécamc1ens geométres.

Jai d’a1lleurs toujours suivi mes anciens principes : ’z ‘aurai
donc pu -donner mes additions en forme de supplement a
mes deux Mémoires ; mais cela aurait demandé une foule
de citations et de renvois, 1ncompat1b1es avec la.méthode

etla clarte 5 qul ne: peuvent avoir lieu lorsque chaque

chose w’est pas d'sa véritable place. J al pr éféré de refondre

“entitrement mes deux Mémoires, et d’y i mcorporer “les
additions , de telle maniére que le tout forme. mamtenant
‘un ouvrage comme nouveau, c

> Je con51derera1 separément l’equlhbre des voutes en
berceau, et celui des voiites en dome. » ‘

Aprts avoir fait connaitre le travail de M. Bossut 11 me

resterait & donner un précis du mien, Un coup d’ceil surma

table sommaire suffit pour donner une idée du plan que] al
‘adopté et des matléres que]al traitées, Je najouteral que
quelques réﬂexmns. :

PR

" Dans le prermer chapltre ] expose les pr mmpes de lequl-

libre entre les voussoirs d’une votite en berceau. , €n sup-
posant ces voussoirs soumis & deux especes de forces et. de-

plan
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plan sans frottement. La solution dece probléme général que -

‘jai donnée dans le n° 4 est entitrement nouvelle : elle ést
sunple et conduit 3 une “équation différentielle qul dans

les applications se préte & des intégrations faciles. J’ai consi: -

dere le sujet sousles différens points de vue qu’il présente,

et jai apphqué mes formules aux courbes les plus usitées,

ainsi qua d’autres qui pourraient &tre employees avantageu-
sement. :

Dans le chapltre 2 ,7jai traité de la poussée des’ voutes en
berceau , probléme qui ne saurait &tre résolu rigoureuse-
ment , & cause des données physiques qu’il faut cons1dérer.
Apres avoir rapporté les hypotheses connues, ‘jai - fait voir
Vinexactitude de celles de La Hire ;& cause de Pincertitudé
dujoint de rupture dont la p051t1on varie suivant la-figure

de la vofite. J’ai prouvé qu’on ne pouvait se- dlspenser de
faire entrer dans le calcul les effets du frottement, et'il en

est Tésulté une théorie entitrement nouvelle , qui a Pavan-
tage de bannir Parbjtraire dans la détermination du joint de
rupture. Cest aux géométres A juger le mérite de cette
- partie de mon travail , quime: paralt Ia plus 1mportante. -

Dans les chapltres 3et 4, )al traité , pour les domes &
bases circulaires , les mémes questlons que yavais examinées
dans les deux premiers chapitres & I'égard des voiites en
berceau. J’ai fait remarquer une singularité assez frappante ;
savoir , que la surface d’extrados doit se terminer a la clef
par une fleche ou pyramide qui s’étend a Pinfini, 3 moins

que le rayon de courbure de lmtrados 4 la clef ne soit
infini.

Dans le chapltre 5, jai traité des domes a base réguliére
et polygonale , ainsi que de ceux dont les joints n’étant pas -
normaux , concourent en un méme point.

]



X1V PREFACE.

Enfin , Pai terminé mon Ouvrage par une appendice site
les anses de.panier , espéces -de courbes usitées dans Ia
construction ‘des ponts. Je ne connais auewn- traité sur
cette matidre, qui cependant presente de Fintérét, '

- Jrai’ examme p}usmurs questions qU‘e wa point traltées
M Bossut, J’at 0sé relever quelques inexactitudes, qui-ont
échappé i ce savapt - géométre. Mon estinre pour sor nom
et mon respect pour son grand 4ge, ont dfi céder aux
devairs impérieux que commandent l’mteret de la science et
Pamour de la vérité. Fai d’ailleurs pensé que Pimportance
du sujet, auss1 b1en que lmteret des architectes et mgémeurs ’
bmgealen:t que la matiére fit plus. développee ‘ce-qui m’a
déterminé & Pétendre dansun cadre, environ quatre fois plus
grand. J e ne prétends pas cependant avoir épuisé. une ma-
tiére qui est tres»feconde mais ce que j'en ai dit peutsuffire -
aux architectes- -géomeétres pour les guider dans tous les cas
qmpeuvent se pmésenteru (Pest poureux umquement que mon
truc,tlon fondees sur des théeres mgoureuses ne peuvent
devenir communes gu apres avoir été adoptees par lesingé- -
nieurs instruits: je mestlmeral heureux si mon- travall a pu

niériter leur suffrage. R .

De]aplusmurs savansgéometres, MM Deplzony, Lacrolx,
Puissant ,, ete., ont bien voulu sSexpliquer avantageusement
sur ma Statique des Vofites: on me permettra de rapporter
ici la lettre écrite & cesujet par. M. Deprony a. M. Houdouard.
Le suffrage honorable qu’ellerenferme me! fait. espérer que
mes efforts n’auront pas été tout-3-fait inutiles au progres

de las science. - S



Paris, le 15 janvier 18294

- e e s .

L' Inspecteur général, Directeur de UEcole zmpermle des Ponts
et Chaussées , membre de Ulnstitut des sciences , lettres et arts de
France, et de la Légion d honneur, a M. Houdouard, membre du
Corps legislatif , Ingénicur en -chef des - Ponts et Chaussées.

 Je woiis remercw Monsteur et cher C’dmamde de. laz communi-
cation que vous avez bien voulu me donner du Traité manuserit de
I'équilibre des vottes , -de M. Berard ; j'ai parcouru, avec grand
plazszr 5 cet ouvrage pendant le peu de momens. que me lazssent mes

leur art le lzront avec beaucoup & znteret Cet znteret - du a lou- '
vrage , est smgulzerement augmenté par celui qu’inspire I duteur 5

quz je vous:prie de dire , en lui faisant ,.de ‘ma part, mille. complt-
mens , que ]e repondmp tres-pmchamement @ la lettm qu,z,l ma fntzt :
i’amme de m écrzre. s vinew R i ; .

- Agrées , Monsieur et cher Camamcze 7l’assumzwe Je ma pmﬁﬁe
zstzme et de mon siricére ezttachemem. o : :

%o . DEPRONY.
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THEORIE

'LEQUILIBRE DES VOUTES.

CHAPITRE PREMIER

DE L’]fQUILIBRE ENTRE LES VOUSSOIRS D’UNE VOUTE
‘ EN BERCEAU ’

SECTION PREMIERE.

Probléme général.

U4
,ETANT donné l'intrados, trouver l’extrados et recnproquement
ou bien, étant donné 1’mtrados , trouver la 101 des forces, et réci-
proquement.

1. On sait qu'on appelle voiite une surface courbe en pierres ,
qui recouvre une base de figure quelconque. Si cette surface est
engendrée par le mouvement d'une ligne courbe parallélement 2
elle-méme, la volte est dxte en berceau. Si la volite est engendrée

1
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par la révolution d’une courbe tournant autour d’'un axe vertlcal
elle prend le nom de dome & base circulaire, eic. o

Les pierres dont est composée la votité sont . des especes de coins
ou de pyramides tronquées;, appliquées les unes contre les autres 3
on les nomme voussoirs, et les faces par lesquelles ils se touchent
s'appellent joints. Les joints doivent, tant popr la grace que pour
la solidité de la constructiony, étre *f)erpendiculaires a la surface in~
térieure de la votte, qu'on appelle mtmdos la surface extemeure
est nommee extradoss . - A -

On sent que- chaque voussmr* falt un effort pour dearter ceux qu1

le touchent: cet effort ést variable pour chacun, et dépend de sa
position. La votite la plus parfaite serait celle ol les. cefforts des

différens voussoirs seraient teIlement combinés , qu'en les suppo-
sant polis et sans frottement tous ces efforts se detrulralent mu-

tuellement car alors-il y: aurait: equlhbre entre les diverses parties

de la votte : il'ne resterait plus qu'a donner dux murs ou pieds-
droits qui supportent la volte, Pépaisseur suffisante pour -résister

a la poussée, ¢ est—a—d1re a l’effort de la voute pour renvqrser le§ _

piéds—droits. : ~ '
C’est dans ce probleme général que consiste la théorie de Péqui-
libre des volites. Il est rare que les Architectes se conforment

aux’ principes-de la Statique,, et si-I'on ne voit pas toutes les voites -

s’écrouler aprés qu'on a enlevé le cintre, c’est uniquement le frot-

tement et la liaison. du. mortier qui ,prewennent cet accident.
Nous examinerons d'abord" les conditions dé I'équilibre entre

les voussoirs des votites en berceau : nous déterminerons ensutte

la poussée et I'épaisseur des. pieds. droits; puis nous passerons -

aux volites en dome , en sulvant le méme ordre que pour celles
en berceau.

Les. voussoirs peuvent étre. so:lhcltespar dés forces de: dxﬁ'erentes -

espéces : nous examinerons ce probleme général dans un auire

L

article. Pour aller du simple au compose nous COMmencerons par-

le cas le plus ordinaire, celui o les voussoxrs ne sont soumxs
qua lactlon de. leur propre p01ds. S

. . . . -, > L
2. .Solution pourle cas OiL les voussoirs ne sont soumis-qu’a Laction

_de la pesanteur. EEF'E’, EFMN, EF'M'IV, (fig: 1) sont trois coins’
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_‘pesans, sans frottement; les deux derniers reposent sur les;deux
- plans inclinés, et symétriquement pladés MIN, M'N’, et le premiér
~repose entre les deux autres : on demande l’ équation dequlhbre
entre ces trois coins.
Soit 2M le poxds du coin EFF'E/; N celui de chacun des deux
autres; € langle aigu NRV formé par le joint NM avec la verti-
cale VR; o Dlangle aigu formé par le joint EF avec la verticale.
Soif VT une perpendiculaire élevée sur  le milieu de EF, V le
" point ol elle rencontre la verticale passant par le centre de gra-
vité ‘du coin V, et T le point ou elle rencontre la montée pro--
dongée ou la verticale passant par la clef. ‘
Le poids du coin intermédiaire, oula force 2M, peut étre sup— ,
posée appliquée au point T de sa direction, et decomposee en
deux autres égales TK, TK': 'de méme la force N peut étre sup-
posée agir au point V. de sa “direction, et décomposée en deux
autres, 'une VI, perpendiculaire au plan MN et détruite par ce
plan, Vautre Vi, directement opposée a la force TK. Il faudra
donc, pour I'équilibre, quon ait TR=V&: cherchons r expressmn
de ces deux lignes.
Si la force 2M est representee par Tt, et si 'on mene lhouzor-
tale Kg, on verra alsement quon a TR =1K; Tg M;

KTt=KiT =go"—a; g =a; dou Lon tire TK = On

trouvera de méme, que dans le trlangle Voh, on a (en faisant

Vo=N) Voh=go® —¢; vVh=go°~a; vhV =—=¢~—a; d'ou l'on
N cose 08

; hre V}l—-—'i‘n“("gi——) sxlrj(f-—s-a)’—silflix’

doir il est aisé de tirer M tangs = (M -IN) tanga......(1).

Si, au lieu de chercher I'équilibre entre trois coins, nous eussions
regardé la montée TO comme un plan mebranlable , et cherché
 Yéquation dequlhbre entre les deux coins SS'FE, EFMN, retenus
~ entre les plans 85" et MN, il est évident que nous _serions arrivés
a'la méme equatlon (1). Cette equatmn exprime donc la relation qui
- doit toujours exister entre les masses M, N de deux portions de
volite- SSFE, EFMN,, et les angles a et ¢, quelles que soient d’ail-
leurs les ﬁgures de lextrados et de Tintrados, du moins tant que la
volute nest soumise qu’a la force de la pesanteur \

v

L’ equatlon d eqmlxbre devient
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-Comme rien ]usqu ici ne détermine la grandeur du coin EFNM
on peut supposer que. Tautre SS’FE demeurant le méme, N de—-
vienne N AN, et tange devlenne tange-+ Atange. ‘Alors I'équa-
' txon (1) se change en

M(tangs + A tangs) = (M + N +AN) tange ; '
de laquelle retranchant ¥ equanon (1) on tirera

M. A(tange :
AN:ﬁzﬁ—) (2).

Cette équation (2) exprime la relation entre la masse AN dun’
voussoir quelconque, et I'incrément ou accroissement fini A(tang ¢),
qui est donné par Yangle que forment les deux joints qui terminent
ce voussoir. Si la ‘matiére de la volite est homogene, on pourra
prendre pour M et N les aires au lieu des poids. Lequa’uon (2)
peut servir i déterminer par points, soit Pextrados, soit 'intrados,
quand on connait I'un des deux. Mais nous exposerons plus bas
un moyen plus commode, qui consiste & calculer la longueul de
chaque joint. :

Apres avoir considéré une suite de . coins ‘ou voussoirs d’une
grandeur finie, il faut passer au’ cas ol ces vOussoirs étant infini~
ment petits , la‘suite des joints forme une courbe d’intrados et une
courbe d’extrados. Soit (fig 2) MN un ]omt quelconque faisant
avec la verticale un angle ¢ ; mn, un autre joint infiniment proche
SP==x, PM=y, les coordonnées du point M. En 1mag1nant un
autre joint fixe EF et désignant par M la masse ‘du coin SS'FE
‘par N celle du coin variable EFMN, et par « T'angle forme par, le

d:
joint EF on aura tange ""'TZ_; : lequauon ( 1) de\«lendra

f— _(M+N) tangu.........(S):
ce sera l’equauon de Yintrados, en o]oservant que’ N est-une fonc- '
tion de x, 7, qui doit étre donnee soit par la position de Pex=
trados, ¢’il est connu, soit par toute ‘autre condition de la’ questxon. \

On peut trouver encore une equatlon plus simple pour caracté=
riser D'état d’éthbre. Si‘le voussoir N ‘est trés-petit, ce qu'il faut
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- supposer pour passer du polygone a la courbe, on a N =dM et
tang == tangz - d .tange : faisant. cés substitutions dans I'équa=
tion (1), elle. devient =
M dM
tange ~ d.tanga

..':’o sesssens -(4), j A
' ‘propriété trés-remarquable. Cette derniére équation étant écrite

. . d.tang . s . o .
ainsi: 5 =t et intégrée, donne logM==log tang»an-—,{-rlog c;
d’ol - ‘ :
M
tang «

= et evee e (B):

Cette équation fournit cetie autre propriété remarquable 5 Savoir,
que Pespace M compris entre Vintrados et Vextrados est toujours-
quarrable puisquil est égal a ctanga, et quele rapport de cette
aire a la tangente de Pangle correspondant a est invariable. Ces pro-
prletes nous seront utlles ~par la sulte. Nous ferons voir que la

quantlte ~ exprime la poussee horlzontale de la ‘demi~voite.

‘1 reste a trouver la longueur d’un joint de lit quelconque. En
conservant les notations du n° precedent et nommant de plus
Yarc SM==s, R le rayon de courbure MI du point M de I'intra-
dos, et K la grandeur cherchée du joint MN, on aura Iangle
MUm=ds; Mm=ds=Rd: (en appelant 1 le rayon des tables);
Yarc NL ‘décrit du point T comme centre (R <~K )d-.

En remarquant que le triangle NzL est infiniment pet1t du second
ordre , on trouvera que la surface- du petxt voussoxr MNnm est

Kde(R+ 3 K) ‘Mais I'équation (2) donne AN=M X289 '—Mf—-— :

or dN ‘est aussi l'aire du petlit voussoir MNrm. Egalant les deux
expressmns de cette aire, et résolvant I'équation qul en résulte, on

en tive K= —R - VW + R*, ou en mettant pour

cos’e sa valeur 337" et 1emp1acant par la lettre cla’ quantlte cons-
oM , cds®

tante Tanger K= ‘—— R + l/ : R‘

On peut dés 3 a présent determmer la constante c, en observant.
qua la clef, on'a ds=dy, et qu'en appelant 4 18?31886111‘ ‘85" de
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-la yotite en ce point, on doit avoir aussi K= k Soit. donc. r ce
que. “devient R & la clef, .on trouvela C....K’—{— 21/{, et:Lon . ama

finalement S
K---—R-—}—l/(k“—l—:zrk) SRR (6).

. Cette équation (6) fournit Ie moyen le plus simple de construne
Textrados quand on connait I'intrados.

* On peut avoir besoin de connaitre la nature de lune des deux
courbes d’intrados ou d’extrados, quand on connait Pautre : je vais
chercher les relations qui existent entre les coordonnées de 1'une
et Celles de lautre.

3. Relations entre les coora’onnees de l’mtrados et celles de Zex-
trados. Soit (fig. 3) SQ=2a' et QN__], deux. c001d0nnees rec-
tangulalres de Pexirados. Ayant mené la ‘verticale MH; on aura
MH=x — a'; HN=y"—7; MN =K. En comparant le trlangle
MNH avec le tr1angle infiniment petit formié par dux; df 5 ds quilui
est semblable s on_ trouvera aisément les deux- equat;ons suivantes :

R '—‘]’ . Kdr K y ‘ :

y £—
]ihmmant K entre ces deux equatlons et l’equatmn (6) > on
aura rles deux suivantes : :

(.)’ '—.}’de’ (x'—x)dx—o..»_,q.'._  ', (7),

- Par le moyen .de'l’equatlon de l’mtrados R y — f (x) s on_ ’f‘era &ié..
‘paraitre des - équations (7) et (8), dy, dx, ds et R, ainsi que y:
 on aura alors deux équations entre x, x/, ¥, desquelles élimi-

“nant x, il Vlendra Iéquation cherchée de lextrados entre &’ et j s
il est évident que ‘le probléme sera toujours p0351b1e PO

Si au contraire on connaif I'exirados et qu'on. demande l'intrados,
il faudra éliminer x' et y’ des deux équations ci-dessus et de
= f(x'): il viendra une equatlon différentielle du second ordre
‘ent_re x et ¥, quil faudra intégrer deux fois : on aura deux cons-

téntes‘nouvelles ¢ et outre ¢ qu’il faut remetire. dans I'équa-
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tion (8) a la place de: k* -t 2rk: On déterminera ces trois constames

par” les condluons 1°. quon ait x.__o, quand ] =o0; 2°. qu’ on ait

dx

probleme est toujours plus diflicile que le- prenner , et permet de

% .__6, quand x=0; : 3o, x=a, quand _)"—5 On voit que le second;

\

remphr certames condl’uons 5 tandls que le pwmlel est déterminé:

et, algebmque. R

4 Solutibn plus géne’mle Dans les articles précédens; les vous-

s0irs n'étaient soumis qu'a la_ seule actionde leur propre poids.
Les formules que nous avons trouvées suffisent’ pour déterminer
llntrados par Vextrados, et remproquement

- Mais lés voussoirs peuvent étre soumis & d’autres forces que celles _

de la pesanteur. Nous allons résoudre le probléme général; en sup-
P P
posant les voussoirs soumis & deux espéces de forces’, les tunes nor-

males, les autres verticales, et toutes deux varlables pour chaque
point de Iintrados. On peut Tamener & ce cas tous les autres.
“Premiére solution. Quelles. que soient la grandeur et la direction

des forces qu1 aglssent sur la volite, on peut toujours la concevoir

composée- de trois coins EFINM , E’F’N’M’ EFE'F’ (fig. 4), dont~

les deux: pren:uers sont égauxs et symetrlquement places L ethbre

devra avoir lien non—seulement entre ces trois coins 3 mais encore

entre les parties ou voussoirs qui composent chaque coiri: de plus,

Yéquilibre devra encore subsister, si-on fait varier de grandeur le -

coin du milieu et les deux adjacens, ou seulement les deux coins
-extrémes par la variation’ des plans MN, M'N’ le coin EFEF’ res-

tant le méme. Nous allons employer ce dermer prmmpe s comme»

etant plus snnple.

Soit & Tangle formé par la‘verticale avec le joint fixe EF , € ce~ .

lui que fait la méme verticale avec le ]omt MN variable de position,
P la force normale et variable qui presse chaque point de Vintra-
dos; et Q la force verticale et variable de grandeur seulement qui
agit sur le méme point.- Quelles que soient les grandeurs et les di~
rections des forces P et Q qui agissent sur le coin mtermedlalre EF’,

leur résultante, que ]appelle 2M , sera nécessairement verlicale et

passera par la clef

S5i on éleve sur le milien de EF, une perpendxculame qui ren-
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contre en T la montde pxolongee, et qu'on decompose la _force
2M =Tt en deux autres TK, TK/, 11 faudra que ces-deux forces
‘soient détruites par celles qui aglssent sur les deux coins sur les-
‘quels repose celui du milieu. = : g v

* Soit Vo la résultante de toutes les forces qul agxssent sur le coin
" MNFE, et V le point ou elle est rencontrée par TV: si on la dé-
compose en deux autres , une VI perpendiculaire au plan MN,
par quuel elle sera detrulte, et lautre VH > faudra > pour lequl-
libre , qu'on ait VH="TK.- o WA

~ Nous avons vu, article 2, qu on'a TK = e reste,a trouv_er

Pexpression de VH. , - ' SRR
Je décompose la force normale P qui, aglt sur chaque pomt de

Pélément ds de l'arc EM; et qui est Pds ;- en deux, I'une lhori-

dx
zontale, qu’on verra étre Pds- ou Pdx; lautre vertmale, , qux

sera Pdy. La somme des premitres qui agissent sur Tarc ﬁm ME
est fPdx; celle des secondes est f Pd] ; ces mtegrales étant censees '
prises depuis le point E ]usqu au point M.

‘Quant aux forces Q, leur resultante pour. l'arc ME sera f Qds.

Puisque nous avons represente par Vy la résultante unique des
“trois groupes de forces m-dessus, si.on construit un parallélo~
gramme sur- cetle ligne, comme diagonale, et dont les cOtés soient
Pun. horizontal , - Vautre = vertical , - on aura YV = /' de et
Vr..__de)f—{—des ' L

-Soit prolongée Vr j jusqu'en f , on dura les angles VIf._. E——c;

IVf==g0°—¢; 1f¥ = go°—a; fir=ua; ‘on irouvera fv T ;

COS%\
o . -Vfcose .~ ,
rf = tanga.rv ; If = W= d’olt 'on conclut alsement

—_—

sin (e —u) _ ! cosa T sin e

VH ;"CO§E(P£Z), +des+tang¢dex)+fﬁ{_x__;:- M

“Telle est l’equatlon dequlhbre qul ‘par de S1mples transformar
fions , se met d’abord sous la forme sulvante

—M—(cosxtange-——sma) ..._fPa{f +_/'st + tang sfPaTx.

Pour
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Pour faire dlsparaitre le signe [, et ‘éviter lmdetermmatlon du
point E , d’oli se comptent les mtegrales , il faut différentier déux
fois de sulte I'équation c1—dessus en se rappelant que M et @ sont

dx i
constans. Mettant ensulte pour Tange sa valeur 5 5 on .arrive

pde !
a l’equatlon d - +Palx 0,4 laquelle
| 4i() ( |

on donne la forme suwante plus commode , €n y mtrodulsant le
" ds?

dy’d(gy—‘) , -

d(PRE) -+ d(QRdy )+Pdw=0........(9).

rayon de courbure R =

Pour faire usag'e de Péquation (g), il faudra y substituer pour P.
et Q leurs valeurs données par la nature de la questlon et pourR
une des valeurs suivantes, que lon choisira de maniere 2 avoir

. d 3 . 3
- Vintégration la plus 51mple » SaVOIr,. R._.. - djcd—zy ;s R= ____é__@
: —dx*.d Wiz
ds o . dxds _ dyds
R = = --y sulvant uwon a
PEZES Cl d’x -—d - drx 2 q
ey d( ) TR |

fait constant dx ou dy, ou u ds.

. ,

5. On trouverait une autre solution , en suivant une autre marche:
On pourrait chercher I'équation d’équilibre, en considérant le
voussoir du milieu comme €tant d'une grandeur finie, mais variable
et terminé par les coordonnées x et y, et regardant les voussoirs
voisins comme infiniment petits, « serait varlable et Yon aurait
e=a-+dr; Ve=Pdx; Vr=Pdy - Qds. Les forces [Pdx se dé-. .
truiraient pour les deux moitiés du voussoir du milieu; P'on aurait
Té¢=2/Pdy-}-2/Qds: en se conduisant comme dans la premiére
‘solution, faisant attention que cosda=1; sinde=dz, et reje-

tant les dlfferentlelles des 01dres Supemeurs, on trouve l'équation
suivante :

dr dxdy

).-Pc{)’—i-st.........(!o)

2
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Celte' équation -est plus composee que I'équation (g), sans étre

plus générale : elle donne les mémes mteglales dans’ les apph—f
catlons

6 ‘Troisiéme solution. En cons;derant la courfbe che1 chce comme
un polygone d’une infinité de ¢dtés, on en prend trois consécutifs,
~ab, be, cd (fig. 5et6), et supposant les forces apphquees aux
angles, on décomposera celles qui sont apphquees a4 un méme
angle , chacune en deux autres d1r1gees suivant les deux cotés de
cet angle: alors la condition générale de V'équilibre, est que pour
chaque c6té intermédiaire , tel que b¢ (ﬁg 5), la somme des forces
qui agissent de & vers ¢ soit egale a la somme de celles qui agissent
de ¢ vers b. ’ v

Cela est fondé sur ce qu'en supposant trois voussoirs quelconques
renfermés entre deux plans lmmobﬂes, ils doivent encore étre en
équilibre par l'effet des forces qui leur sont appliquées.’ .

Ici les forces P appllquees aux angles & et ¢ partagent ces
angles en deux parties égales, - ‘et les- forces Q sont paralléles & -
Iaxe des x. Laforce normale qui agit au point & sur tous les points
de 'élément ds, est Pds: la force verticale est Qds. Ces forces se~

ront, pour le point ¢, ds(P-}-dP) et ds(Q=4-dQ), en supposant ds
constant.

Nommons Sg=—=ux; qa--j, ab==ds ; bf =Pds. Decomposons Ia
force &f en deux autres, suivant les cotés du polygone. L’ angle de
contmvence abe formé par les cotes du polygone sera exprlme‘

par ‘-{i en appelant R le rayon de courbure Donc langle de con~

ds
nngence bez’ sera — Kran

Cela posé, en se rappelant que la resultante et les’ deux com-
posantes sont représentées en grandeur , Chacune par e sinus de
- iangle formé par les directions des deux autres, on aura sin gbe,
ol sinabe @ sm fbg :: Pds: be; donc en falsant attentlon que langle

fbg est «droit, on a ‘_{Ri 1 1 Pds : IJe._.PR Par me decompos1-

tion et un raisonnement semblables pour le pomt ¢, on trouvera
CK = (P -+dP) (R-dR). :
Decompbsons pargillement les forces Q ou blc ( ﬁg 6.) [pour
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 gviter la confusion dans la figure (5)].en deux autres dlrlgees sui
vant les cotés du polygone Nous -aurons sin b, ou sinadz, ou

- sin bik : sinkbl ou sinaby :: Qds : bi, ou és—‘—& st bi= Q dy

On trouvera de meme pour le pomt ¢, sin mcb sinmen, ou

‘sinz'ey’, ou sm(bcj — bcz) ds(Q+dQ) co. Or

sin (boy'—bez )= Slnbcy cos bez' ——sm bcz coshey’ = dy +dy. dx‘}“lzx

“Tds . R+tdR
( parce que le cosinus de bcz’ est censé égal : au ra)on) donc
d R 4-dR) (dy+4d*
co — Q-+ Q)(‘ -Zs »)(}"‘"I' J) (Q+dQ)(dx+d°x)

 Substituant dans Péquation d’equxhbre Iye-}-bz...cl:—-l—co les va~
leurs de ces forces, on a )

PR+QRdy—(p+dP)<R+dR>+ (Q+dQ7(R+"P"(dy f’d” (Q-+dQ)(dz+d);

_equatlon qm nest autre chose que ‘celle-ci, en re]etant comme
il convient les d1fferent1elles des ordres supeueurs, :

d(PR)-—]—d(QMy) de....o ({I)

~ Cette derniére équation revient au méme, et donne les mémes
résultats que P'équation: (g) de la premiére solution, quoiqu’elles
se presentent sous des formes différentes. Cette dlﬁ'elence tient 4
la manitre dont les forces ont été décomposées. L’équation de Ia
premiere -solution devra éire préférée comme donnant des inté-
grales plus commodes, lorsque les.forces P seront nulles: ce sera
e contraire quand les forces Q seront nulles, et Iéquation (11)
sera preferable

7. Relation entre la grandeur du joint et le pozds qui presse Uins
trados. Quand on connait I'intrados s, et qu'on demande Vextrados,
on peut tou]ours le tracer , comme n0us avons vu par I'équation (6)
du n° 2, sl n'y a que des forces vertmales, et C’est toujours le
. moyen le plus simple. Cependant, on peutavoir besoin de connaitre
la loi des forces Q qui agissent sur chaque point de Vintrados, les-
~quelles sont proportionnelles aux aires des voussoirs, et non pas
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aux grandeurs K des joints : il est donc a propos de chercher la '
relation entre K et Q.

Dans lequatlon (9) da n° 4, la quantité Q expmme le pmds qm
presse chaque point du petlt arc ds de lintrados: le poids qui presse
cet arc est donc Qds; mais ce poxds n'est autre chose que celui du
voussoir lui-méme, ou de son aire; or lexpresslon de cette aire est

(o 2) Kds ( B.-l-K) on'en conclut

—— (2R+K)_Q.... .o ...(12)

Au moyen de cette équation , lorsqu'on connaitra le rayon R de
courbure de lintrados, pour un.point, quelconque de la comhe 5
¢t l'une des deux quantités K ou Q, on trouvera lautre.

8 Nous avons déja dit que lalre de toute volie ethbree est
quarrable L’équation {g) dun® 4 fournit une expression smlpIe
de cette aire. En effet quand les forces P sont nulles, cette équa-
tion (g) se réduit 2 un seul terme, et intégrant elle devient

Rd
_ Q y ~=0...(a). ‘Pour determlner Ia constante C', il faut remars -
quer qua la clef ona dy==ds; R.._l ; Q=gq, et que r equatlon (12)

donne q-—-— (2r-+k); d’ou Pon conclut C=1k(ark). Subsn-v

tuant cette valeur de C’, et ’pour R sa valeur -———‘l—i— dansle-

- - ' vf‘.”»d d(dy)

quatlon (a), ‘elle devient st =1k (2r+ lf)d 3> et mtegrant dn a
st_..alre.—M.....;lf(zr—l—]f)d ..\. cevaees (15), '

intégrale qm n'exige pas de nouvelle constante.

L’équation
résultat. -

-7 =C trouvée dans le n° 2, aurait conduit au méme

~
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SECTION 1I.
"Apﬂicationspour construire l’eﬁct’r‘ddos quand 9’? pqnnaif _l’_intmdos_.

9. E'intrados étant elliptique , trouver Vextrados.

Soit pour intrados une ellipse surhaussée (fig. 7), et surabaissée
(fig. 8), dont la montde est a, et la demi-base &; son equatlon sera R

b
dans les deux cas, y =- Vaar—ux*: on trouvera

R = E% {a* (2ax—.7c“)»+ b (a-—x)’}r"; r=_3
ds* a® . at :

Ldyr T I=%F + b (a-—-rx)“:

Ces valeurs étant substituées dans I'équation

N

K___.R_’__‘/(k:_kzrk)d +R,

- feront connaltre- K, et serviront & construire par points I'extrados.
On observera que lepalssem' K de la volite va en augmentant de-
- puis la clef jusqu’aux naissances ou elle est infinie. A la rigueur , ef
abstraction faite du frottement , on voit qu’il ne serait pas possible
de mettre le voussoir des naissances en équilibre avec les autres.

Dans la prathue le frottement s’oppose au ghssement de ce der-
nier voussoir.

10. L’intrados étant circulaire, trouver Pextrados. 1l suffit de faire

b = a dans les expressions du n° précédent, et I'on trouvera
. - . k* - oak )
K —_— + a m + 1< -

On tire de cette expression une construction snnple que voici :

‘Menez (fig. 3) les horizontales Ss, §'s'; et aya}t déerit un demi-
cercle sur Rs’ comme diamétre, portez Ss de s’ en IV, pais faites
RN = RN’; le point N appartlendra ¥ la courbe de lextrados. On
répétera la meme operatwn pour chaque voussoir.
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Si 'on veut connaltre la nature de la courbe & extrados rapportee
4 des coordonnées rectangulaues x' et ] , comme dans le n° 3, on
aura ici pour y = f(x), lequatlon ¥y =V 2ax —x*, eten se con-
duisant comme il est prescnt dans le numéro cité , on trouvera .
Péquation sulvante : - : o

‘s e(a—a') . o gt T
j’::( — )~ k=—éak"—"(“—x)’- .

Il faut remarquer ici, comme dans le n° precedent s que la gran-
deur K. des joints va sans cesse en angmentant depuis la clef, ce qui
explique pourquoi les berceaux cyhndrlques d’epalsseur égale se
rompent ordinairement vers les reins. On doit en conclure que
dans la’ construction on ne doit pas négliger de fortifier ces ber-
ceaux depuis le voussoir, de 45° enviroh,ju"squ’aux naissances.

1. I’ mtrado.s‘ étant pambolzqae construire lextmdos.

Soit lmtrados une parabole dont lequatlon est j == pa : on aura

\

_ &+ R= & +p>2'
dy“ N N
Substltuant ces valeurs dans l’equatxon (6) s et falsant attentlon qu on
aicl r= ;P: on trouvera "

3 3
3 a

K= Gty et (r(hetp) + <4x+p> ¥
ap’ .gp
Remarquons que, dans le cas present K va en dlmmuant sans
cesse depuis la clef jusqu’aux impostes, tandls que’ cest le .con-
traire lorsque lintrados est un demi-cercle. '

‘Si nous avions cherché la relation entre a’ et ' , nous serions
arrivés 4 une équation trés-compliquée du quatritme degré. La
figure g représente la votite dont nous venons de trouver I'extrados.

M. Bossut ( D]namzque, Lquzlz&re des ¥ outes), a donné i sa
fiﬂure analogue plus d’épaisseur aux naissances qu’a la clef, tandis

que ce devrait étre le contraire.- L’architecte du Panthéon frangaxs
a commis Ja méme erreur. _ :
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12. Voyons ‘maintenant comment les dquations (9 et n) servent

3 trouver la loi des forces ou la loi des poids des voussoirs, quand’
on connait la nature de l'intrados.

Supposons, par exemple , que les voussoirs ne soient soumis

_qu’a Yaction de leur propre poids. Je fais P =10 dans lequauon

cds®
{9), et intégrant, il vient Q = Ry Pour déterminer G R Suppo-

sons quh la clefoh ds==dy, on ait Q =7, R=r, lequatlon -

. : ; . . I’dS ) d
ci-dessus donnera C==gr, et Ton aur’a Q= % dy d j)
équation qui donnerala grandeur de la force Q qui solhclte chaque
- point de lintrados, en y mettant pour -—-d ( 3 ) sa valeur donnee
par I'équation de lmtrados :

Si, par exemple, lintrados_est une deml—elllpse dont @ soit la
montée et b la deml—base on trouvera Q= S AU
: (b*—y% \/b‘*-—by +ay
Cette expressmn fait voir que les forces Q doivent augmenter de-
puis la clef jusqu’aux naissances ou elles sont infinies.

Supposons actuellement les forces Q==o0; I'équation (1 1) étant

integree donne tout de suite P = 1(::, et en déterminant C comme
‘ci-dessus , on a,Pf::_%r (p ‘et r étant les valenrs de'P et R & la

clef) : ce résultat fait voir que les forces normales P doivent étre
en raison inverse des rayons de courbure. Dans le eas de Dellipse
, b

v (bt-aty —b’ *y%) )
la- pression i la clef est & celle des naissances comme 4° est a b, 5 et
que dans le cercle elle doit étre constante , résultat qui €tait conna

SECTION IIL.

ci-dessus, on trouve P = .3 d'on l’on ¢onclut que

3
2

APPLICATION. T'rouver Uintrados quand on commzt la lo?
des forces ou lextmdos

13. Le probléme de la section ppéce'dente est toujours algébrique
et possible, quand méme on naurait que I'équation différentielle
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du premier ordre de l'intrados. Il n’en est pas de mémé du pt’o-
bléme inverse qui fait Uobjet de la présente section : sa’ solution
emae tOu]ours trois mtegratlons, comme on va le voir dans les
'exemples qul suivent. ’ ' | )

Je vais chercher quelle est'la_courbe d'intrados quand I'épaisseur
k de la voute est mﬁmment pet1te Alors on a M =s, et I'équation

M=C tang e du n°® 2, en'y mettant -}7 pour tang «, devient.

Sdy = cdux : C’est 12 I'équation de la courbe cherchée, qu 11 ne s’agit
plus que dmtegrer
On peut la trouver encore trés-simplement d'une auire maniére.
Supposer que le poids. M est proportmnnel 3 Tarc' S, C’est la méme
chose que de faire constante la force Q qui presse c,haque point de
lintrados. Si donc on fait P==o0, Q=1 dans I'équation (g) du

Rd 2 . . } . .
d{ =C > qui, en y mettant pour

n° 4, et qu ‘on mtegre 5

R sa valear —————, devient ds=C.d ( I ) ; et en intégrant,

(5

on a, comme CI—dessus ,

sdj__cclx..........(a),

intégrale qui n'exige pas de mnouvelle constante, parce qu'elle

o . A A AT ’ i d .
s’anéantit d’elle-méme a‘la clef, oulon a s = o; E; =o.

Pour intégrer l’equatlon (a) s ] y mets \/ ds — dx* pour dy, et

75-‘—:_—_ , dont V'intégrale est R—4-C' = \/s ~+¢*, ou

S=+V (x+ cy—c. Substituant cette valeur de S dans l'éqixéfion

e dx
(a), il vient dy = - - — donton trouve que I’ mtegrale est

‘/(x—f—c’)’ &
)f.._C ——clog{x-—[—C -—-\/(x+c)—-c} (14)

" On détermine les trois constantes, en assujétissant la/,,courbe a
remplir trois -conditions. Par exemple, si le point S doit étre la

il vient dox =

- . . . d - A Id
clef, on doit avoir dans ce point d—x = o0 et x=0; alors I'équa-~
: y

"tmn en dx ‘et en dy donne C=C" Si on veut ensuite que le
‘ A - point
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pomt S 501t Torigine descoordonnées, lequauon (14) devra donner -
zx=0et y=ou, eton‘en tire ('=C logC Par ces subst1tut1ons -
l’e'qua’uon ( 14) dev1ent a

=]
x-}- c—Vx“+2cx ° 108

j’..._.clog 9[:“*_6_[_‘/3&‘—}_gcx..‘......({5)'~

Pour determmer G, il faudra qu'en appelant a la montée et b .
la’ demi-base , I'équation (15) donne y =15 quand x==a : par 1a

a+c4 Vﬂ“ + 2ac ; 1 faudra déterminer C

:

e]]e dewen“t b=-<c log

par. une espece de’ tatonnement

Remarquons que l’equatlon (15) est. celle d’une chamette ren=
versée, et que l'arc s est rectifiable, puisqu'on a s = Vx* + aczx.

Nous avons supposé que les deux impostes étaient a la méme
hauteur : si cela n’était pas, il suffirait d'imaginer Ja courbe pro-
longee du coté de I'imposte le plus bas. La clef serait toujours le
~ point le plus élevé de la courbe, mais son axe se rapprocheraﬂ:
davantage de imposte le plus élevé. La détermination de C serait’
un peu différente,, mais n’aurait rien de difficile.

©* A ne considérer que la solidité de la construction , la’chainette
'est sans contredit la courbe que P'on doit préférer pour les voutes
en berceau, puisque si les voussoirs y sont en ethbre , sans le
secours du frottement et du~101m.ent, cet equlhbre s’affermira bien
plus par le laps du temps. 11 est vrai que, quelle que soit la courbe
de l'intrados, on peut trouver,, comme nous ayons vu, un extrados
qui procure aussi I'équilibre ; mais la chainette a seule I'avantage,
comme nous le verrons , de comporter une epa1sseur “uniforme’, en
prenant cette épaisseur moiiié en dehors , moitié en dedans.

L’architecte mon geometre peut, en fixant contre un mur les
extrémités d’'une corde lache et flexible , tracer 'épure ‘de la votite.
Voici les moyens plus exacts que la Géométrie présente.

~a étant toujours la montée et & la demi-base, on calculera d’abord
la valeur de la constante G, soit par le titonnement dapres la
derniére équation, soit au moyen de la série suivante

1 oa 0d® " 96ad®  bBood?

T T T BE V4B T o450
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que- I'don 0bt1ent en mettant I'équation sous forme exponentielle ,.
‘redmsant en série les termes exponentiels, et determmant C Par la
‘ methode du retour des suites. _ o
Ayant trouve G, on determmera lIa longueur de la courbe par‘

¢ équation SA \/2ca +a (fig. 10). Soit 7 le nombre des vous-

‘SA
sous, - sera, arc de chacun d’eux On fera successwement

- s..__S—A,, 'g,_gSnA y S== 5SA, etc. dans lequatlon x_—c—{—‘v FENER

et on aura les valeurs correspondantes de x, qui, étant subst1~ *
tuées dans P'équation (15), donneront celles de 7. Enfin, pour
avoir la direction des joints, on calculera les valeurs correspon-’
-dantes de chaque sous—normale PR ou z par l’équation

iy _ o

Z-== .
de ™ s

- Jai placé ici une Table qui a pour objet d’épargner presque
tous les calculs; elle donne les valeurs de s, x, 7, 5, dans la
supposition de ¢ == 25. Imaginons qu'on ait tracé sur un carton la-
chainette représentée par ceite Table , en commencant par les va-
leurs de x et de y; il suffira-de- prendre une portion plus ou moins
grande de la courbe, pour avoir I'épure en petit de la volte pro-
posée. :
h Qu on veuille , par exemple , faire une voiite dont la montée a
soit de dix metres, et la demi-base- de 8, on aura le rodile de
cette voute, en cherchant le point de la c0urbe pour lequel Tab-
scisse SP ou x est & Iordonnée PM ou y dans le rapport de 10 & 8.
On verra facilement que “cela a liew dans la Table » lorsque
S=280, x=158, 81, y==46, 99. Si I'on prend dong au lieu du
rapport de dix a huit, celu1 tres—approchant de 58, 81 446, g9
pour le rapport de la montee 3 la demi-base ; Yarc SA sera par-
tagé en 8o voussoirs egaux et la Tadble presentera les calculs tout
~ faits pour les 8o v0uss01rs on pourra les réduire 2 40 ou 20 ou
10. 1 est aisé de voir comment il faut se conduire dans ‘tcus les
autres cas. On pourra, pour snnphfier s multlpher tous Tes nombres

de la ‘Table par %

alors la demi-base sera 8, et la montee 10,01,

8
Sog2 01 0,1702, et construu'e ensuite la courbe ;
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© Si Ton veut avoir le C qui convient & la chainette demandée,
il suffit de prendre pour @ et b le premier x et le premier y de
la Table corrigée , et d'en substituer les valeurs dans l’équation

%—" —215- — etc. dont le premier’ terme suffit, a cause de la petl-

tesse de la. premlere Valeur de . On Verra que cela rewent h mul-

-

‘;tlpher le C-de la Table, 6u 25 par 46 , ce qui donne 4,255

Si on'ne trouvait pas dans la "Table un rapport assez approché
de celui quon veut établir entre la montée et sa demi-base , on
poutrait intercaler d’autres termes entre ceux de la Table, et ap-

procher dé plus prés du rapport donné; mais cela sera presque
toujours superflu. (# oyez n® 32.)
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Table des rapports enire larc SM=s, labsczsse SP-—x Uordonnée
PM =y, la sous-normale PR._z > pour la chamette ordmaue
. dont C=25.

S y . X z s y

1 1,00 0,02 25,00 26 | 22,73

- 2] - 2,00 I 0,08 i 24,97 27 25,4§ :
n 5 2,_9§ 0,18 | 24,94 It 28| 24,09
.4 : 3,99 |. 0,32 24,91 ‘2>9 r24;7.6
’ 5‘ B 4,97 0,50 - ' 24,86 - ‘50 - 85,40
6 | 5,95 0,71 24,79 31| 26,04
7 6,92 \ 0,96 24,71 Ba 4.26,,66
8 7,87 | \'1,25 24,60 33 | . 27,27
\9. 8,851 1,57 24,50 34| 27,87
10 |- 9,75 5 1 24,37 || 35| 28,45
11 | 10,67 2,31 24,25 ‘56 29;05

" 12| 13,58 2,73 24,13 || 37| 29,59
13| 12,47 | 3,18 25,98 58‘ - 30,14
14| 15,3 | 5,65 | 25,86 || 39| 30,68
15 \\14,23 L 4,16 ‘ 23,72 46 31,00
16 | 15,07 | 4,68 23,55 || 4 51,74
17 415,90 . 5,23 23,38 o 42 32,26 |
18| 16,72 5,81 23,22 43 | 32,77 24,__,74 19,,05'
19| 17,58 | 640 23,05 || 44| 33,27 | 25,61 | 18,90
so| 18,5 | 700 [vea,8 || 45| 35,76 | 26,48 | 18,75
21| 19,08 | 7,65 22,72 46 34,24 /.27,56.» 18,61
20| 19,84 8,51 29,55 471 34,71 | 28,24 18,46
23 | 20,59 | 8,98 29,38 » ,48 35,18 2q
241 21,32 9,66 22,91 49 1 385,64 30,01 18,18
25| 92,03 10,36 22,05 || 50| 36,09 30,90 ‘18105

12 18,32
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Suite de la Table.
s y x z ‘\s\ y x z
51| 56,55 | 5,80 | azgr || 76| 45,77 | 5,01 | 15,08
5‘2 56,97‘ 32,70 17,77 || 77 | 46,08 | 55;96 1‘4,96:’
55| 5y.40 | 55,60 | 17,64 || 78| 4539 | 56,91 | 14,87 ||
54| 57,82 | 34,510 | 17,51 || 79| 46,69 | 57,86 | 14,77
55| 88,04 | 35,42 | 17,8 || 80| 45,99 | 58,8 | 14,68
56| 38,65 | 36,33 | 17,95 || 81| 47,59 | 5977 | 145
5By | 39,06 | 57,24 17,13 | 82| 47,58 | 60,.72 14,50
-58 | 39,46 | 58,1'6‘.. 17,01 - 83 47,87 6.'1,_68‘ 14,4.24 :
59| 59,85 | 39,08 | 16,89 || 84| 48,6 | 62,64 | 14,55 |
6o | 4o,24 40,00 1 16,77 - 85 4‘3,44‘ 6360 14,25°
6r | 40,60 | do.gB | 16,65 | 86| 48,75 | 64,56 | 146
62 40,99 41,85 , ‘16.,53 .87 49,_6.5 65,52 14,0;8,‘ :
65| 41,56 | 49,78 | 16,43 || 88| 49,08 | 66,48 | 14,00 |
64| 41,73 | By | 1630 | 89| 49,55 | 67,44 | 15,93
65| 42,09 44,65 16,19 90 | 49,82 68,41 13,84
66| 40,45 | 45,58 | 16,08 | 91| 50,09 | 69,37 | 15,76 ||
‘67' " 42,80 46,51 | AV}‘5,,197 f‘/gzy 50,35 | 70,34 715,63‘ '
68| 43,15 | 47,45 | 15,86 || 95| Bo6r | 71,50 | 15,60 |
- 69 | 43,49 | 48,39 15,76 94| 50,87 [ 7a,o7 13,55’
go| 45,85 | 49,35 | i565 || 95| 51,08 | 504 | 15,45
V 71| 44,17 50,08 | 15,55 || 96 | 51,38 | 74,20 | 13,38 ]
Ca | 4450 | Bi,ea | 15,45 || a7 | 51,65 | 757 | 18,5
- 781 44,80 | Ba,ip | 15,85 | ¢8| 51,88 | 76,14 | 13,93
74| 45,14 ;55,11 ‘15,25 99 52,13 | 7\7’/1;‘ 713,,16':
75 | 45,46 | 54,06 | 15,26 | 100 | 52,37 | 78,08 | 13,08 |f
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Suite de Ia T'able.

S ¥y x z’ s y x %z
1ot 52,61 79,05 13,02 186 | 58,00 - ‘165,54‘5 11,51
oo | 59,85 | Bo,0n | ia,95 || 137 58,2 |104,4a | 1u46
108 53,09 | 81,00 ‘12,39 128 58,39 | 105,42 FERAR
.1‘64" - 53,35 . 81,57 12,82 199 | 58,58 106,‘40 ) 711’%;56:
105 | 53,55 | 83,04 | 13,75 || 1% 58,77 | 10738 | 11,50
‘16 | 55,78 | 83,91 | 19,69 || 151 | 58,96. | 168,35 | 11,05
107 ] 54,01 84,89 12,62 || 132 "59,15 109,35 1 11,20
108 54,9‘4 85,86 lé,?)f; :1;")5 59,34 | 110,33 1/1‘,15.
1097 5447 86,83 12,50 {1341 Bg,52 | 111,31 - 11,10
110" 54,69 | 87,81 15,43 11135 { Bg,71 {112,538 | 11,06 .|
111 ‘?54,91 88,78 | 19,37 11136 59,8g : 113,38 11,"olv
12 55,13 89,78 | 13,31 || 187 Bé,o7> 114,26 | 16,96
1137 55,35 .50,73 152,95 138 6'0,25 ' 115,’215 ' 16,-9i it
114 | 55,56 gr,71 12,19 139 60,43 | 116,53 | 16,87
15| 85,77 | 92,68 | 12,13 || 140 | 60,60 { 117,55 | 10,8a '
116 |- 55,48 ‘ 93,66 12,07 141 ‘6()\;737 18,20 | 16,77
117 | 56,19 | 94,64 | 13,01 | 12| 60,95 119,18 16,73
118 | 56,39 - " 95,62 1 11,65 145 61512 120,15 '10,‘263
119 56,6',0 1 96,59 1. 11,90 144 61,89 121,15 1 10,64
190 _:56;80 ~ '97,57 ) 1‘1,334 ‘ 145 61,46 122,14 - 1‘0,’59 ?
I 151 '757,06 1 98,55 | 11,78 ‘145 61,63 - 125,712 ! “10,55,
122 | 57,01 ,99',55 11,73 147 | 61,79 124,11 10,50
123 | 57,41 | 100;51 1'1 ,67 148 61,96 | 125,10 10,46
124 57;/61 | 101,49 | 11,62 149 | 62,19 1‘26’,‘09.5‘ 10,42
125 57,81 | 102547, 11,57 150 [ 69,29 127,08 "10,38
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4. Apres avoir tracé la chainette, il restera a déterminer
I'extrados : deux partis se présentent : si on le calcule d’apres
Péquation (6) du n° 2, 1’épaiSseur de la volte ira tOujours en
augmentant depms -la clef , quoique peu sens1b1ement ainsi qu’on
le verra ci-apreés; en revanche , la poussée sera un peu moing
‘considérable.

Le second moyen consiste i tracer en dehors et en dedans de
la chainette , i la distance 4% moitié de Vépaisseur , deux courbes
paralleles i la chainette. Ges courbes ne sont point ‘des chatnettes .
quo1qu ‘elles aient la méme "développée qu'elles: elles remphssent
néanmoins la condition dequlhbre car il est aisé de sentir qu'en
prenant des arcs égaux sur la chamette intermédiaire, tous les
voussoirs seront égaux en surface, qumque les trapeézes dont ils
sont formés soient de figure différente. Le poids de chaque vous-
soir sera donc proportionnel & I'arc de chainette, et la condition
d’équilibre sera remplie. Il est vrai que la chainette ne passera
pas par les centres de gravité des voussoirs, mais cela n'est pas
nécessaire > pour lethbre s parce que les j ]omts ont une grandeur
~ finie.

On peut remarquer que les intervalles des joints iront un peun
en augmentant depuis la clef, sur l'intrados, et en diminuant sur
Textrados.. Rien n’empécherait - de faire les intervalles égaux sur
Yextrados ; mais alors le poids des voussoirs irait-un peu en aug- -

S
mentant depuis la clef, ce qul au reste ne nuirait pas a I'équi-

libre. ,
~ Je vais chercher la grandeur K des ]01nts > par Péquation (6) du
n° 2, pour le cas ou l'on voudrait que Vintrados fit une chainette.
On a ici ds = %; c{)f::=———cfl—x—-—

’ . V2 + ecx Ve acx
R= -(-x—ic'i)- » d’ol1 pour la clef, r=c. Substituant ces valeurs dans

, et Yon irouve

Péquation (6) qui est K = — R+, Qid%y_'&vﬁ +R*, on a

Si on developpe en série le radical -de l'expression de K, et
qu ‘ensuite on fasse x infinie, on trouve pour K la quantité. finie



24 ~. | THEORIE o
K=k -+ E- ,- qui fait voir que la grandeur‘K. des joints va en-
augmentant depuls la clef olt elle est k. On voit en méme temps'

que. dans la prathue Lorsque lintrados est une chainette, on ne
peut donner une épaisseur uniforme i la volte que - dans le cas
k> .
ou v est tres-—petlt résultat qul n’a pas encore €té 1'emarque, du
moins que je sache. : - ,

Ce résultat peut encore se démontrer ainsi quil suit: La sur—
face du voussoir qui est a Pextrémité infinie de la chainette est
Kds; la surface de celui qui est a la clef, est (en observant\ qu'en

kd .
ce point R= '¢) i‘—s (k + 2¢). Or dans la chainette, l’equlhbre
'ex1ge que ces deux voussoirs soient egaux en surface en les ega—-

. lant on trouye, comme m—dessus s K=k + —.

15, Trouver U intrados qui a sor extrados paralléle. 11 sufﬁt pour
iesoudre ce probleme » d'intégrer I'équation

K__R+l//cds -+ R,

en cons1derant K comme une constante egale a k. Pour cela, je

la mets sous cette forme k4= 2Rk = djf. Je mets pour R son
, fd”y ? _ at

} krdy — 2 kdxds = “Z;;‘Py s

dont Yintégrale est '

" kedy — 2kads == — .Cds --c'ds, ou k>dy*~|-cds® ——(27fx—]—c)dsc¥)’_e~

On peut dés—h—pre’sent determmer.c' , én ohservant qu’a la clef, on
doit avoir x=—o0 et dy=4ds : cette condition donne ¢ =4*-c.

Pour inte'grer de nouveau je mets pour ds , sa valeur \/dx’+o{77: ‘
je fais ensuite dx=pdy, et ]al la transformee /

04 — (2kx - /1L pe Dy e +CP cm..-..j
—{-cp (21: c)\ 1+4-p°=0, ou x== 2“/1_1_}) ok (a)
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Je 1‘eprends 'équation do == pdj ou dj , dont hutegrale ‘

est y-—'_:— 'xdp . Substituan{ pour x sz} vayleur,et‘mtegrant , ON’

a, tOutes 1educt10ns faites ,

f=.fz‘/1+ 2+2klog(p+\/1+p) ...... (&)
équation a laquelle il n’y a pas de constante a a]outer, puisqu’elle
donne y =0 quand p==0, comme cela doit étre a la clef:

On déterminera la constante G, par la condition que lequatmn ‘
donne x==a quand y =4. '

On construxra la courbe au moyen des equatlons (a et b), et son
extrados au moyen de l’equatlon (6) du n° 25 qui donnera K==#."
. Si on fait k£ infiniment petit dans les calculs précédens, on  retrou~

vera la chainette, comme cela doit étre.  *

On peut se convaincre . que lintrados et Vextrados du présent
probléme, nie sont autre chose que les deux courbes paralléles
menées 2 la distance {lf d’une chainette intcrmg_»;diaire, -

16. Smt SA la deml—arche d'un pont qui d01t étre chargee de
terre jusqua lhorizontale S'Q : on demande quelle d01t étre la
courbure de l'intrados SA pour lequlhbre ‘ S

. (Fig. 11.) Chaque élément Mm ou ds est poussé vextlcalement
par un poids proportionnel au rectangle MmgQ supposé homogene,‘ ]
dont lexpressmn, en faisant SS' =k, est (x - A)dy. La force Q

qm aglt sur chaque pomt de Mm, est donc ici (x-{— k) 75 et l’on

a d’aﬂleurs P =o0. L’équation (9) dun® 4se redult ad (QRdy =0:

d
mtegrant, on a QdRzy = ¢*: mettant pour Q sa valeur. el;
~c’(ls»”tlfy .
. dy’
dont lmtearale est La* -+ kx + > —-—'C;yﬂ : fa1sant attentaon qu'a

pour R son expxessmn dreds e il vient (x -+ k) dos = = -

la clef on doit avoir x=o0; ds._..clj, on en conclut 2t =c*,
et Véquation c1—dessus deV1e11t , en mettant pour ds* sa valeur

4
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. _' » dx
_y—]— ¢ .-:_alog (x+ic+ \/x +2lmc) On détermine ¢’, en obser-
vant qu ‘on doit avoir en méme temps x ==0; y = 0, ce qui

donne ¢’ "=clogk, d’ou il vient

dont on trouve que l’mtegrale est

e clog EHREVE ks ey

J=clog k e ()

On détermine ¢ en assujétissant la courbe b passer par la naissance A;
‘ ,, p \

a + k-’f-\/a*—}- Qak

ou x::;?iz et y=10, ce qui dorine‘c‘_..

En mettant l’equatmn (c) sous cette fo;me

et en se. rap{)elant que dans Ia Ehamette le 1ay0n de courbure

Cest & 'IOqu"u‘e l’équati()ii est gy =klog x:'-k_'—VxH- zl'x ., on re-

connaitra aisément que si on construit la chainette . représentée
par cette derniere equatlon et quon multiplie toutes ses ordon-

hiées 5 par le 1appert 2, on aura les ordoundes y de la combe ‘

cherchée SA. M. Bossut sest occupe du présent probléme (Dy-
namzque Recherches sur lequﬂ]bre des volites, n° 16}; il a fait
ane méprise manifeste, en supposant gue la force vertieale qui
agIt surp chaq"ue point de la courbe €st & == k, tandis qu’ ‘elle est

( x4 k) L’equatlon qull a obtenue n’appartient pas au pro—

bleme present, elle domme la courbure d’une corde qui pof"teralt
en chacun de ses points un poids propoitionnel a (a-j-k). On péut
remarquer en passant combien nos équations- (9 et 11) sont plus
simples et plus comniodes pour lmteg1atlon que la formale em-
ployee par M. Bossut.

Pour obtenir l’equatlon a laquelle est arrivé ce geometre, il

faut mtegrer trois fois l’equatlon d (Q y > ==06: o0 a d’abmd

(oc + k) da = — ﬂ%.}.', P“ls Lot b ke A 75- : on trouve
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cdx

V G+ kx)“+2c(=$ -H:x)

équation qui revient au méme que celle de Bossut.

Jd=c¢c,etlon arrive a1 equatwn dy =-

17 Fxaminons le cas o T'on aurait Q —oetP=f (x): ce cas
aurait lieu, si la votite devait étre chargée d'un fluide pesant; ou
méme d'un sable trés-mobile; parce qu’alors le poids du hqulde
agit perpendiculairement i V'extrados, et proporhormellement ala
hauteur de la colonne du fluide au—dessus du point pressé.

Faisant Q ==o0; P =f(x) dans lequatlon (11) du n° 6, et inté~

ds
gxant ona f(x) = C : multipliant par dix, et mettant — dx & pour
R, il vient dx.f(x)=— =—l— dont l'intégrale est fdx f(x)==¢ —-Cdy ‘
t'oi1, en mettant pour ds sa valeur,-on tire

dy = dx { ' fdx £ (x)}
= ‘/c’— {c —fdx. f(x)}

La hauteur de la colonne du fluide est icl w4 k=f(x); de

plus V'équation doit donner =0 quand 2y =0 o1 quand zl_y,__ds,'

d’ot l’on tire ¢ =vc. Falsant ces subsutunons la dermere é uahon
P q

devient - S
o dx (2c —2kr — x?) : :

b = V4o — (sc—skz —z2yr

qui appartient 4 la courbe appelée elastzque , et qui s'intégre par
des arcs de sections comques /

On peut remarquer que si on a % infini dans I'équation {(d), elle
devient intégrable, et donne un cercle dont le centre est sur la
montée ; car alors le terme — x* ‘s'anéantit vis-a-vis du terme :
— 2kax. ) :

Remarquons encore que lelasthue trouvée est la courbe que
prend un linge charge d’'un fluide ; car alors le linge remplace
Vintrados, et la pression qul se falsalt de dehors en dedans dans
le cas de la voute , agit icl de dedans en dehors :

18. Voici un exemple un peu plus compose , et qm renferme
a-la-fois les deux précédens.
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: Je suppose que P et Q sont tous deux des fonctions de x et de
~ constantes. Je prends lequatlon (11) du n° 6, qul étant intégrée ;
dxds

devient PR =2 QRdy dex = ¢. Mettant pour R sa Valeur\ =y
dans lhypothese de ds constant, et multipliant tout par _ d 7 s il

'Vlent
- Pdxds -+ dedf + a j_/Qdac = — cd 7>
dont 1’1ntegrale est .
dc_/'Pdac + dy/Qdx = — cd) -|- cds

Mettant pour ds sa valeur, il Vlent "

dx (— dea:-}-C) B o (e)
VT /Qdny — (@ — pdzy T

Supposons, pour faire une application, que. les voussoirs aient
* une épaisseur partout égale, et qu’ils soient chargés d'un fluide dont
la hauteur SS’ (fig. 11) au-dessus de la clef soit & : nous pourrons
supposer, pour plus 'de simplicité, que I'épaisseur des voussoirs en
pierres soit’ representee par une epalsseur g du fluide; g vaudra
2 ou 3 ou 4, etc., si la densité de la pierre ‘est 2 fms 3 fois ,
4 fois celle du ﬂuide On aura Q=g; P=ua--k; _/de-—gx,
SPdx = Lx*+ kx. Substituant ces valeurs dans lequatlon (e), et

determmant ¢ par la COlldltIOIl que Ton ait a—la-fms X =0 et

dx
——==0, Ce qm donne ¢ =¢c, on aura
dy

4'\,‘ ‘?7'__"-_‘

/

) o ‘?}’ L dr(zc-—zkr—xﬂ)
~ - V4 (c+go)*— (2c-—2l.x——.z: )Z
equatlon qui s mtegrera soit par les séries , soit par Ia rectlﬁcatlon
des sections coniques , et dont on détérminera la constante ¢, ainsi
que la nouvelle constante introduite par la dernle1e mtegratlon
par les conditions qu'on ait a la clef x =0, y =0, et aux nais~
. sances x=a, y_b / S

-

19. Intrados qui a une lzgne droite pour extrados. Aprés -avoir
parcouru quelques exemples dans lesquels il sag1<sa1t de trouver
I'intrados par la connaissance de la loi des forces, je vais en donner
un dans lequel on connait, non la 101 des forces ) mals la courbe
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d’extrados. Le probleme revient au méme dans le fond, mais il
~ se présente sous un aspect différent. :
'On veut faire un pont ou berceau dont Vextrados qui represente
le chemin soit une ligne droite horlzontale et" dont les voussoirs
occupent tout l'espace compris entre lextrados et l'intrados. On-
demande la courbe d’intrados (fig. 12). ~
Je prends les équations (7 et 8). du n° 3, auxquelles il faut joindre
celle de Textrados y'.== f(x), .qu ‘on verra étre 6y =’ -k (si
. pour plus de généralité on Suppose que la hgne droite de Pextrados
doive faire avec I'horizon un- angle dont-la tangente soit € ). Je
substitue pour &’ sa valeur €)' — &, dans I'équation (7), de laquelle
ayant tiré celle de ', je la Substltue dans I'équation (8) : je quarre
celle~ci, et j’ai pour Péquation- dlﬂ'erentlelle de la courbe chelchee s

la suivante !

x+7<—é’y :c-!—k-—-@_y cds?
&y ez ) ds +2Rd5 dy FClw Ay

Je me bornerai pour llntegratlon au cas ou la ligne droite de
Iextrados doit étre horizontale : alors on a €= 0, et I'équation
se réduit & (a4 £)*ds - 2R (o ++ k) dy = cds. ’ ~

_ Mettant pour R sa valeur — %s dans laquelle ds est constant;
ly ?—;l{flf—);t@_ 0, donl lmtegrale est

logafy —log{(x—l—lf) —c}_.logc ds ;

d'ots Ton tire

11 Vient

t_Z}f——cds{(x—I—lc) 4—-0} -

Je determme ¢ en observant qu’'a la clef on doit av01r, a—la—foxs 5
‘& =o0 et dy=ds, ce qui donne ¢ = k Substltuant pour ds
“sa valeur \/a’x ~+dy*, on a ﬁnalement ,

dx{(x+k)2—c)} v Lo
dy = =l ..., :
I Ve = {G+R—c] 2

equatlon qul apparnent a la courbe élaslique. 10 nest pas douteux
- que-les ingénieurs devraient adopter cette courbe pour les ponts ;
elle leur procm'eralt plus de solidité, et autant d’elegance que celles
en usage. .
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cHAPITRE- II;.

DE LA POUSS]fE DES BERCEAUX, ET DE L’fQUILIBRE
| ENTRE LA VOUTE ET LES PIEDS-DROITS.

SECTION PREMIERE

Notzons prelzmmaures.

-

20. Réflexions. DANS le chapitre précédent, nous avons déter-
iminé les conditions d’équilibre'entre les voussoirs dune -voute en
berceau ; nous ayons apprls 4 déterminer l'intrados quand on con-
nait l’extrados et vice versd. 11 reste h meltre en équilibre la votite
elle-méme avec les pleds-drons quelle tend & renverser ou a faire
_glisser sur la plate-forme qui les supporte.

Ce second probléme n'admet pas. de solution rlgoureuse, parce
qu’on ne-connait pas au ;uste la maniére dont les Youssoirs agissent
les uns sur les autres; je m’explique: si les voussoirs étaient sans
frottement , et eqmllbres entre eux d'apres les principes idu chapitre
premier, on pourrait par la théorie seule évaluer l'effort que la
volite exerce pour écarter les pieds-droits ; il est rare que les votites
soient construites daprés les principes de I'équilibre; les voussoirs
- ne se contrebalancent pomt le frottement seul empéche que quel-
ques-uns d’eux ne soient’ ‘expulsés deleur place par un mouvement
de dedans en ’dehors. Le défaut d’equlhbre tend & produire un
autre mouvement auquel le frottement ne soppose point. -Certains
VOUSSOirs tendent a tourner sur leuxs volsins , comme sxls ¢laient

N
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1iés par une charniére. Cette rotation se fait a Vintrados pour les
uns, et i Pextrados pour les autres ; ensorte que la volte s'ouvre
en plusieurs points de Tintrados et de ’l’eXtra‘dos. Ces mouvemerns
de rotation se remarquent trées-facilement dans une voute en petit,
faite soit avec du bois, soit avec du platre. Ils renverseraient pres-
que toutes. les voutes sans Iadhérence produite par le mortier : cette
force tient lés voussoirs, pour ainsi dire, collés les uns sur les
autres. : e o

On sent que ces deux especes ‘de fox/'*ce, le frottement et 'adhd-
“rence, sont presqué impossibles & évaluer ; leurs effets varient &
Tinfini , non-seulement suivant leur intensité , mais encore suivant
la figure de’'la votite. La poussée horizontale qui tend & renverser.
les pieds-droits, est la résultante de toutes les forces ou de toutes
les résistances qui agissent sur les voussoirs. 1l résulte de 12 que
le probleme de la poussée m’admet quune solution approchée,
puisqu’il dépend de Varbilraire des données quon y fait entrer,
et de plusieurs circonstances physiques impossibles 2 évaluer. Je
rapporterai les d_ifférentes hypotheéses imaginées jusqu’a ce jour’;
je les discuterai pour tacher de distinguer les cas ou chacune d’elles
est préférable ; je ferai voir qu'elles sont erronées’, faute d’aveir
apprécié convenablement les effets du frottement. Pour eela, je
commencerai par examiner quelques cas d’équilibre, dans lesquels le
frottement produit des effets qui paraissent des phénomeénes con-
traires aux lois de la statique. :

© o, Effets du froitement. EFF'E (fig. 13) est un corps ou coin pe-
sant qui répose entre les faces inclindes EF ; E'F/, de deux massifs
EFBCD, E'T'B'CD, lesquels peuvent glisser sur les plans horizon-
taux CD , ' C'D’; et tourner autour des points C et ¢ : on demande
les conditions tant de 'équilibre de rotation aatour des points C et (¥,
que du non-glissement des deux massifs , en ayant égard au frot-
tement. , SR . e el T
Soit CD=7,; ED=H,, « l'angle formé par la verticale avec

la face EF du coin; 2M = poids -du c()in; V == poids du massif,

s  frottement .- . - P . . .
™= pression” > Oy €n appelant 9',A] a‘r:;glev du frottement « =tang §.

‘Soient R et R’ les points par lesquels on suppose que"'le‘c‘-oin-
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t0uche les massifs ; je mene par ces pomts deux lignes falsant avec
EF et E'F’ des angles qu1 solent complemens de § : il est clair que
st lon apphque en Q une force QR , elle ne glisséra pomt contre
la face EF, puisqu’elle fait avec cette face langle exigé par la
grandeur du frotiement.” Par la- méme raison, si cetie force est
Teffet du coin, il n'y aura pas glissement contre la face du massif.
Je décompose la force RQ en deux, I'une verticale RP, qui sera
€gale 4 la moitié M du poids du coin, I'autre RS, horizontale, qui
tend a faire ghsser le massif sur sa base c’est cette force RS que-
]appelle la’ poussée horizontale du coin, et quil s’agit de trouver.-

"En menant SI perpendmulaxre sur EF , cette ligne représentera:la
ptession que le coin exerce sur le mass1f et Rl représentera le frot-
tement 7: on aura RQI=H; QRI—go"——G PP\I'*—OL, QRP=go°—a—4f;
RP=M: donc RS___tang (90°——-9——a) M=M cot (a+9) o

‘Telle est Pexpression de la poussée horizontale que j appelleral F,
et quon peut mettre sous une autre foxme , en y miettant o pour
tang 8. .

R —-—M cot (2 -+ 8)=M %%f%%}‘(xs)

“Pour avoir 'équation de I'équilibre de rotation autour du point G,
il faut remarquer que la poussée F tend seule & renverser le massif,:

-et que deux autres M et N tendent a le faire tourner en sens con- :
traire : il suffit d’égaler le moment de la premiére a la somme de
ceux des deux autres.

Pour avoir la condition de mon glissement du massif sur. sa
base , il suffit de vérifier si la poussée est plus petite que les deux
poids qui pressent la base , multipliés- par le rapport du frottement
de ceite base a la pression. Cela posé, on verra aisément que les
deux équations ou formules d’équilibre tant de rotation que - du
non-glissement des ma551fs , sont: - :

FH, = MZ,-- NG} =~
F<'7I‘(M—I—N) } Vedd (17)

en appelant G la distance du pomt Ca la verucale passant par le‘ :
centre de gravité du massif ; j’al supposé que le massif, en tour-
nant , glissait par son angle E sur la face du coin, ce qui en effet

ne peut pas arriver différemment. -
: Ir
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"1 faut bien faire attention que les deux équations (17) sont en-
titrement indépendantes I'une de I'autre, ¢ ‘est-a-dire qu ‘elles peuvent
avoir lieu Pune sans I'autre : la premiére concerne le mouvement
de 16£ation et la seconde le mouvement de translation , deux choses
tres—distinctes ; et en effet on sent bien que le massif peut tourner
sans glisser, ou glisser sans_tourner.

La ligne RQ fait avec EF le plus petit angle QRI que puisse
comporter le frottement , c’est-a-dire, que si cet angle- était plus
petit, la force QR ghsseralt sur EF; mais si cet angle eta1t plus
grand, la force ne ghsseralt plus seulement il arriverait qu’elle
augmenterait de grandeur ainsi que la poussee - d’autant plus que
Tangle QRI serait plus grand. I suit de 12 qu'on aurait autant d’ex--
. pressions différentes de la poussée qu'on voudrait, en prenant Pangle °
QRI plus grand que le complement de 8. Pour lever I'incertitude ,
il suffit de se rappeler de ce principe, que la pesanteur tend tou-
jours a produlre soit un maximum; soit un minimum : ici, elle
. choisit parmi tous les angles QRI plus grands que 9o °— 8, celui qui
exige la Plus petite force Q pour soutenir le coin, et 6 est un
maxlmum :

Au reste, comme il est trés-aisé de faire des méprisés et dar-
river & plusieurs solutions trés-différentes par le principe de la
decomp051t10n des forces, quoique ce probleme paraisse tres—51mple s
je vais donner une autre solution qui conduit au méme résultat.
~ Soit P la pression inconnue que le coin exerce perpendiculai-

rement en R et en R’; le frottement qui est proportionnel & cette
pression sera «P. Imagmons en F un fil attaché au pied-droit ou
massif, et fixé par Yautre bout en un pomt quelconque de la face
du coin. Imagmons de plus, que ce fil éprouve une tensmn =aP;
cette tension remplacera Teffet du frottement.

Si Pon prolonge les directions des deux fils jusqu'en O, et qu’on
les compose , il en résultera une force 00’ == 27P cos a : cette force
dmgee de bas en haut, réduit le poids 2M du coin & 2M—22P cosa:
si Pon cherche la pression perpendiculaire, ainsi que la poussée
houzontale que cette force produit en R, on trouvera que la pres-
M — #Pcos ;

. sin et
Mais il reste une force dontnous n'avons pas encore tenu compte ,

5

sion est » et que la poussée est cotoc(M-—-f/rP,cosa).‘
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cest: Veffet. de la. tension. du: cordon sur. le point. F ; la.réaction-de
cette. tension y produit dans le sens BF , une force horizontale
opposée  la poussée ; son expression est wP sine.: ainsi la. poussee
 est. cota(M——qusma)-—-vrPsma,; ‘ : L

Tl reste & trouver la valeur de P pour-la mettre dans:Pexpres-

sion de la poussée : or nous. avons trouvé ci'-dessus la pression

- M—aPcose . ar : M
P=—o———",onentre Pen—u. Subsutuant cette
sina .. sina -~ 7 cos &
valeun de P. dans lexpression trouvée .ci-dessus. pour la poussée ;

oM

on.a.poussée ==F =M cot. o= ——r— : , expression quwon

) smac-}—vrsmaecosa,

raméne aisément & celle de I'équation (16).

~ Les figures (14, 15, 16, 17, 18) sont des cas pa1t1¢uhers du meme
probleme. Pour smlphﬁer les-figures , jai remplacé-les massifs-par

" une verge pesante CR:: on voit tou,ours la direction RQ, suivant.

laquelle le corps supérieur ou coin agit contrela verge.. Cette ligne
RQ fait toujours le plus grand angle-RQL que. puisse: adinetire. le

frottement. Dans la fig. 14, les faces. du coin.sont paralleles et ver-

ticales, et sans le frottement, aucune verge, si pesante qu'elle fut,
ne pourrait.le soutenir. Dans la.fig. 15, les faces du coin sont per-
pendqulalres sur les verges.
- Dans la figure 16 , la méme face horizontale repose sur les Verges
* Dans les ﬁgures 17 et 18, l'effet.du frottement est encore plus

remarquable, il tend 2 rapprocher les verges en les faisant glisser -

“en C l'une vers l'autre, tandis que dans les. cas precedens, elles
iendaient & selmgner Icile pomt T dapplication. de la pesanteur
sur le corps supérieur doit étre pris en-dessous, et il faut substituer
4 la pesanteur représentée par T¢ les deux forces TK, TK'. -

Enfin dans la figure 19, les verges qui ne peuvent que tourner
autour des. pomts C.et.C, y-sont attachdes , et tiennent par: leur
poids-le coin suspendu en-dessous. des points d’appui;.ce cas dif-

fere des précédens, en ce que la pression qui a lieu en R est ici

prodmte par les -verges , tandis qu’auparavant elle était Leffet’ du
coin. Les formules 16 et 17 n’ont plus ] lien pour le cas de la-
figure 19. On sent que quand les verges CR, CR/; deVIennent

verticales, I'équilibre est impossible, parce - qu 1o’y a PI“S de
pression-en-R. .

/
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Pour - completer le probléme, je .wais chercher 1a formule . qui
convient au cas particulier dequ1hb1e représenté par la ﬁgure ag.
Il faut concevoir que la ‘partie -du poids-de la verge CR, qui .agit

en R, soit représentée par une ligne verticale ;passant par €e pomt
et qu'on ait décomposé cette force en deux autres, l'une qui tire
suivant la verge (laquelle je n ’ai point marquee dans la figure pour
“ne-pasla compliquer); Tautre RQ, qui fait avec la face du -coin e
~ plus petit angle RQIL que ‘permette le frottement : -cette force- RQ
s€ decompose .en deux -autres, Tune RP—=M, laquelle porte le
- poids du coin; autre, RS, qul en réagissant contre la verge, opére
la poussée horlzontale du coin. Soit IRP = o, RQI =8, on'a

- QRP =go° — (— oo) , d’ou l'on tire- alsement

RS.._.QP =RP tang QRP et RS=F= Mcot(@—-a),

et en appelant CD=17,,, RD__H,,”G__ dlstance du pomt Cil
verticale passant. par le -centre d’inertie de la verge , ‘on a ’fpls)ur
- Téquation d eqm}ibre "FH, = MZ - NG.

Pression normale. La yressmn ‘normale qul a Tieu au pomt de
contact R, “est encore utile & considérer : Cest par elle qu’ on juge
“si les matériaux peuvent 1a supportér sans s’écraser : on a fait pour
cela des experlences qui font connaitre quelle charge chaque es— -
. pece de plerre peut soutenu' ava;nt ‘d'en ¢tre brisée. La pression

peut provenir ou du coin ou du corps qui presse le coin. Voyons
d’abord le premier cas.

Si le coin repose sur deux plans fixes, la pressmn normale est

M
comme nous l'avons trouvée, Ps——————: on peut encore

sing 47 Cose R
déduire cette méme valeur de la ligne QI (fig. 13); car le triangle
RQP donne QR = M*4 F=, et le #riangle QRI donne QR =P*
- x*P*, d’ou l'on déduit aisément la valeur ci-dessusde P. Si Te
" eoin st un pen trop pesant ou la werge trop faible,, il’ethbr est
déiruit , ‘et le coin chasse les corps ad]acens '

- Mais si les corps. ad]acens sont p‘ius pesans que l’ex1ge l’equatro*ﬂ
) deqm‘hbre , ils tendent % faire remonier le com, et le frottement
“seul s’y oppose. La pression devient plus grande qu’ "elle ne Vétait
~dans Pétat d’équilibre : elle n'est plus produite par le coin, mais
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par les corps ad]acens ce nest plus lethbre qui a heu c est une

stablhte plus grande. -
Soit (ﬁg 13*%) CD="72,, RD=H,, angle C___y je décom—
pose le poids N de la verge en deux, l'un agissant en G, Vautre

. L 7 - NG . - : 5
agissant en R ; ce dernier est 5—==Rp : je décompose cette force

L,
en deux, l'une Rq, qul sera détruite en C; lautre Rr, pe1pend1-
culaire & la face du coin, et «que jappelle P’. , ,
Dans: le triangle Rpr on a Rpr.__ go° — ¥, Rrp = ;, —a;
Rp NZG ; dotr Yon tire aisément
. P,’_ NGcos-y' ___ " NG.

Z sin(y—a)~ H,cosa — Z[sinoc,;

(en observant que tang 3y = —->

. Pour Sassurer si c’est P ou P’ quia lieu en R, il ne faut que
vérifier laquelle est la plus grande. Mais si (fig. 15) le corps N
est un aitre coin, par exemple un voussoir , la pression -qui aura
l1eu en R, ne pourra pas étre trouvée par la formule précédente :
nous_verrons ailleurs comment il faut sy prendre.

SECTION I
Différentes | kypothéses sur la - poussée.

-1 ijotkese du coin de la Hire. Je ‘commencerai par rapporter
les différentes hypotheses imaginées sur la poussée; je les discu-
terai ensuite , pour savoir laquelle on doit préférer. dans chaque -
cas. Celle qui fait Pobjet de ce n°, a été donnée par M. de la Hire.

On suppose dans cette hypothese, que la votite tend i se rompre
dans les joints symétriquement placés EF , EF’ (fig. 20), et que
les deux portions de volte EFaA , EF'a 'A’ demeurent ‘adhérentes
~ aux pieds-droits par Peffet du cxment alors la partie .du milieu
EFF'E/, fait Teffet dun coin qui agit contre les plans EF; ETF’,
pour faire tourner les pieds-droits autour des points fixes C et C
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. Soit TR une perpend1cula1re élevee sur le' milien du joint EF,
et rencontrant la montée en T :'je prends Tt = 2M = poids du
coin EFF'E; je décompose Tt en deux autres forces TK, TK’
jimagine TR apphque au pomt R de sa dlrecuon -et ayant pris
Rr—=TK, jela decompose en deux, l'une Rs homzontale lautre
Rax Vertlcale
‘ Soit RR' la verticale passant par R, et Fefel celle qui passe par
le centre de grawte G de la portion de votte EFcA : cela pose 5
soit prise la notation suivante.

OA =14, OR =g, OG' =D, N = poids de 1espace EFaA*
"RR'=#", AD H, DC=7, a l’angle xRE, -formé par le joint
EF avec celu1 de la vertlcale ; f la densité des matériaux des pieds=—
droits , celle de la votite étant 1.

La force Rs'tend i faire tournerle pied—droit autour du point G;
C’est la poussée horizontale du coin ; trois autres tendent a le fane
tourner en sens contraire, savoir R, le p01ds N et celul du pled-
droit.. = :

On a Rr_~ TK = M.
pied-droit = f H.Z. »

Le moment de la force Rs est M cot 0L(H-+—h) , celui de la force
Rx est M (b+7Z—g); celui de Paire EFaA est N(b-—{—Z—-D),‘
et celui du pied-droit est 3 fHZ?.

]]galant le moment de la premiére force i la somme des trois

autres , on aura l’ equatlon suivante d’équilibre, qui fela connaitre 7,
si H est connu, et rec1proquement

_Mcom(H.;—h) M(b-—{—Z-—-q)—l—N(l;-]—-Z D)1 fHZ. (18)-

Quant a la valeur de l’angle @, c'est a lexpérience i la donner
On est en usage d'imaginer un rectangle forme par les lignes OA,
OS et leurs paralleles : Vintersection de lintrados par la dlagonale
de ce rectangle, détermine le point E : on sent combien cette régle
est arbitraire.

1l ne suffit pas, pour que la votite et les pleds—dlolts soient e
repos, » que Téquation ( 18) soit satisfaite; il faut encore que la voute
ne puisse pas ghsser sur le p1ed—dr01t cet effet, qui peut avoir lien
s1 le joint des naissances est horizontal, est ‘empéché soit par le

5 Rs:.—:M cota, Rx:M; poids du

sina
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c’iﬁien’f Solt. par tout autre obstacle ; il faut encore que 1e pied-droit
ne ghsse pas sur sa plate-forme ‘La force qui tend & produire -cet
effet est Rs; celle qui s’y oppose estila somme des poids de la -demi-
woite et du pied-droit, muliipliée : par le rapport 7 dy frottement &
la pression. Ainsi on a, pour €xprimer qu’il n y a pas de glissement
du pied-droit, la condmon suivante :

Mcota<w(1\1+N+fHZ)....§.. ‘(}9)

1 faut blen observer que les équations (18) et (19) peuvent avoir
lieu T'une sans I'autre, et quelles sont mdependantes 5 €est-a~dire
qu'il peut y aveir rotation sans glissement, comme ghssement sans
rotation ; il faut, pour le repos absolu dua systeme que les deux -
conditions existent a-la-fois. : ;

Un savant Géométre a fait entrer dans cette derniére queshon la
considération de la force accélératrice “de la pesanteur qui est
étrangere au sujet, quand on” cherche V'équilibre entre des carps
pesans qui ne sont animés d’aucun mouvement

25. Hypothese de la rupture aux reins . et a la dqf On suppose"
ici que la volte s'ouvre vers la clef 4 Pintrados , et vers les reins
3 Vextrados , comme on le voiten S, ¥, I ‘(ﬁg 21) : les poruons
de voute SSFE et SS'F'E, agissent comme deux arcs-boutans qui
) appment Lun contre Pautre en §', et poussent en £ et E’, les autres
parties de la volte supposées adherentes aux Pleds—drmts, pour des
faire tourner autour des points fixes G et C’

Pour se faire une idée nette de la maniére dont s "établit Ié equl—
_libre entre les quatre corps du systeme, imaginons par le centre de
grawte I de la portion de voiite SSFE, la verticale LL/, par le
point §’ I'herizontale S'E” ; par le poiat E I'horizontale EL et la
verticale E'E/. Représentons par LL' le po1ds M de la partie de
volite SSFE, et soit L’ le point d'application de cette force ' si
Yon imagine trois autres forces, la premiere L'E" dirigée de 1" vers
E’, la seconde EL appliquée en E, et dirigée de E vers L, la roi-
- sieme EE’, dirigée de E vers E', 11 est évident que ces quatre forces
seront en équilibre , parce qu'elles auront deux i deux, en sens
conlraire, la diagonale EL' pour résultante : donc la force L'E",
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© prise en sens contraire , est la pressxon exercée en S donic: aussi
la méme force L'E' =LE est la poussée. horizontale Es, qui- tend
3 renverser-le p1ed-dr01t Par la méme raison, EE' =M est-la
charge ou pression verticale Ex, quia lieu en E

Je prends la notation suivante , SSFE=M, EEaA =N, EE'=F#,
EL=1, OF =¢, OG'=D;, OA=0, OS._a S8 =k, AD_H
DC=17, densne de p1ed—d101t = f, rapport du ﬁottement 3 la
Ppr esion = . ] ML ’ .

On aura Eac——M EE" =a -l—lf — h Es = —————+k 5 6égalant le

moment_de la force Es autour du. pomt C, a la somme des mo-
mens des forces Ex, N, fHZ qui agissent en sens contraire de
la poussée, on aura, pour Léquationi- d’équilibre: de rotation , et
pour condition du non-glissement des PledS-dL'OItS » les formules
sulvantes

h(h—l—H) 1VI(?7+Z—-¢7)+N(5+Z—D)+ fHZ
<rzr(M+N+fHZ) ’ ‘

a+k .9 -(20)4

a+k at k—h

r emplo1 de ces formules- emgerait q’on conutit la posmon du
joint de rupture EF , laquelle dépend de la figure dé la voute ct
de plusieurs circonstances: physiques: Il parait, par quelques’ expé-
riences- rapportées -par M. Perronnet, que dans les ponts trés-
surbaissés, le joint de rupture est place pres des naissances. -

24. Formules générales. pour les bercedisr équilibrés: Fai dqa dit
qu’abstraction faite du fr ottement , les berceaux equlhbres admettent
_urnie solu’uon rigoureuse du probleme de la poussée. Je vais cher-
cher dans cet article les’ formules qui conviennent & cette espece
de volte parfaite : dans une autre section ) ]aura1 egard au’ ﬁot—
tement, et cette théorie-ne laissera plus rien & desirer: -

Quand un berceau est équilibré, aucune force ne tend 3 déran~
" ger les voussoirs de leur place; et sil'on opposalt de bas en haut,
perpendiculairement aux- deux joints des. nalssances, deux forces,
- passant par les centres de gravité des’ voussoirs,, toute la vofite se-
rait soutenue par ces: deux forces-: ce sont ces deux forces qul
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_tendent & renverser les pieds-droits; on peut donc considérer toute

la volite comme un seul coin qui repose sur les impostes : ceite

seule considération suffit pour faire voir que la formule que nous

cherchons est compmse dans celles du n° 22, en placant le joint de

rupture aux naissances. Mais de nouvelles considérations conduisent
4 des formules plus simples et plus commodes

Nous avons vu qu'en appelant & langle formé par un joint avec
la verticale et 2M la masse du coin, la poussée horizontale de ce

Nous avons démoniré n* §, que 1a1re du berceau

coin est
angob

est tou]ours quamable et quelle est M= (rk 4~ % A ) & 2 (en appe-

) >lant k Vépaisseur de la voute ala clef, et rle rayon de courbure

» (l.t‘
de Yintrados en ce.point) : donc, puisque tanga:zl—y— ,» lexpres-

sion de la poussee est r-+1k*, cest-a-dire qu ‘elle est la méme

pour une portion quelconque de voiite propriété tres-xemarquable
. . dM
tang o =4 tang a

que’ fait aussi voir lequatlon trouvée dans le n° 2.

" 11 suit de ce principe que la poussée du petit voussoir’ élémentaire
de la clef, est la méme que celle de la volite, ce qui pOuI‘I‘alt
paraitre etonnant. S
La poussée tangentielle du coin s’exerce perpendlculalrement au |
]th Aa (fig. q) , ¢t passe par le pomt €, centre de gravité du
voussoir des naissances. - -
On a Ad—-K"_—R+‘/<2r’€+]f)d -+ R> [Voy le n°® 2,
-3RK - 2K* ,
équation (6)]; A6 = RI3K > & AR'= D'=A€sine= A€
Cette valeur de D’ est rlgoureuse mais on sent-que dans la pra--
tique on pourra presque t0u]ouns faire , sans erreur sensxble R
D'==4Aa. on a aussi 6R'== A€ ¢osa =1’

" En se conduisant comme dans le n° 22, on trouvera facllement ‘
les formules suivantes :

(h"'l‘H) (ork 4 k) =(ark +- £*) tang ¢ (Z—D') —I—fHZ’ . S
2rlf+k’<7r[(2rk+7f)tanga.-{—szZ)] }(21)

Ces formules sont simples et géndrales ; elles sapphquent a
toute
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toute ‘espece de voite équilibrée. J e ne sache pas que per sonne
les ait encore données. ‘ o

Observons que si I'épaisseur de la voite eta1t r es-petite, ensorte
qu’on put regarder les poids des voussoirs comme concentrés sur
Vintrados, et qu'on cherchat I equatlon d equlhbre dans lhypothese '
_des arcs—boutans du n° 23, ‘on arriverait aux mémes formules. Dans
ce dernier cas, il faudralt prealablement chercher le centre de gra-
vité de la demi-voite, et l’on trouveralt que ‘sa dlstance 4 la montée
~estb-acota.

SECTION’ 1L

Théorie nouvelle et plus rigoureuse de la poussée , en ayant égard
' ‘au frottement.

25, Bqﬂexzons prelzmmmres. Dans la theome du coin, on supposc
.gue la poussée oblique ou perpendiculaire a la fa(.e du coin, s'exerce
‘toute entiére pour renverser le p1ed—d101t ce punc:pe “est évi~
‘demment faux quand on a egard au frottement ; car on avu, n°2r,
‘qu’un parallélipipede pouvait , par Veffet du frottement ‘étre retenu
‘en Vair par le moyen de deux verges appuyées contre ses faces ver-
ticales ; ce qui serait évidemment impossible sans le frottement. Nous
- avons vu, dans ce méme article, que le frottement diminue la pous-
‘sée horlzontale du coin, et nous avons trouvé I'équation d’équilibre
qu1 en résulte. La theome de cet article est entierement applicable
au probleme dela poussee des vottes : il suffit de regarder la verge
qui soutient le coin, comme representant le massif du pied-droit
augmenté de la poruon ‘de volte qui lui est supposee adhérente.
Il ne reste plus qua trouver quelle est la portlon qui doit’ former
le coin : c’est & cette recherche que je -vais me livrer. ~

Je d1st1ngue trois especes de volites en berceau, ou méme quatre!
La premiere comprend celles dans lesquelles le voussoir de la clef
ehasserait ses voisins sans le frottement ; je les appelle voltes .a
clef—prepondexante La seconde espece comprend les yotites dont.
la clef serait expuIsee par les voussoirs voisins, sans le frottement ;

ce sont les volugs & clef en défaut. Enfin la troisitme espice: est
: 6
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celle des voltes equlllbrees dont chaque voussoir, sans Taide dy
frottement , est en equlhbre avec ses yoisins. ; :
Dans la premlere espece, la poussée , exercée par la clef, est
'egale 3 la pression qu’elle éprouve, et elle se transmet toute en-
tiere aux maissances : si on la compose avec le poids du reste de
la demi-votite, la résultante passe au-dela du point € de la fig. 9,
et que]quefms au-dela du point @ : dans ce dernier cas, la volte
serait renversée, si le frottement ne diminuait la poussée de la clef.
Dans la seconde espece la poussée, exercée par la clef, est plus

faible que la pression qu’elle éprouve par le reste de la votite : c’est

cette presgion qui réagit aux naissances, et:qui opere la pousséede
la volte. Si on compose la poussée de la clef avec le poids du
reste de la demi-volte, la direction de la résultante passe entre
le point € et la verticale 'du centre de gravité de la demi-volte :
Dans les volites équilibrées, la poussee de la clef, égale a sa pres-
sion, se transmet toute entiére aux naissances : si on la compose
avec le poids de la votte, la résultante passe par le point €.
Imagmons une voiite equlhbree et retranchons , par la pensée ,

un certain poids 4 chaque voussoir, excepté i celui de la elef? la

votite deviendra de la- premlere espeéce ; la clef sera preponderante
ou par exceés; la poussée de la clef sera la méme qu’auparavant ;
seulement la charge verticale de la votite sur les piedé-’*-droits sera
~ diminuée : or, avant la soustractiow des poids, la poussée hori-
zontale de la clef était celle de la votte elle-méme, et elle était

égale a celle d'un autre coin quelconque Depuis la soustraction
des poids, cette poussée de la clef, qui est encore celle de la volite,

est devenue un maximum : donc on a la poussée des votites de
la- premiére espéce, en cherchant celle de la clef , qui-est: un
maximum. : : : ‘
Actuellement falsons le changement inverse. Imagmons qu’on
ait retranché un cerfain poids. au voussoir de la’ clef d'une votte
équilibrée, sans rien dter aux autres : la clef tendra a étre expulsée ;
on aura une voute de la seconde ecpece, la“ poussée contre les

pieds- ~droits ne sera plus Peffet de la’ clef, mais de tous les autres
voussoirs. Plus le coin sera grand , plus sa- poussée sera grande ;-

on aura donc la poussée de la volte, en la considérant toute en-
Licre comme un seul coin: cette poussée sera encore ici un maxumum.
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Ainsi, dans les deux premleres especes, la poussée de la VOute
est egale a celle du coin qui exerce la plus grande : dans les votites -
équilibrées ,_ elle est constante;; lexpressmn de cette poussee est en

. Dans la premlere ‘espéce , M est le plus petit vous-

M
géndral oo
soir AM de la clef; et si on le suppose infiniment petit, ce qul )
est plus commode et revient sens1blement au méme , la poussée

de la votite sera Tang &
Dans les: volites de la seconde espece M embrassera la denn—

voute, et la poussée ser

tang e’ ;
Dans les vottes équilibrées , M est arbitraire , et la poussée est
- AM ~dM

mdlﬂ'eremment M ou u
tang .’ A.tanga’ d tang «°

Dans ce qui Precede , jal en en vue les vottes les plus ordi~

nau'es; cependant il peut arriver que le coin qui exerce la plus
~grande poussée ne soit ni le voussoir de la clef ni la volite en-
titre : dans ce quatrieme cas, il faut recourir ‘au prmmpe > que.
la yraie _poussée de la volite est la méme que celle du coin qui
exerce la plus grande, et chercher prealablement le pomt de V'in-

)-—-o.

Ce qui precede serviraif 4 résoudre ce probleme : Etant donné
une volte qui repose sur un plan horizontal sans frottement, trouver
sa poussée;, c’est-a~dire la force horizontale qu'il faudrait employer
de dehors en dedans contre les voussoirs des naissances , 'pdur em--
pécher que la votite ne se désempare. Il faut voir & présent si I'ad-"
dition du pled—dr01t peut changer la théorie précédente. o

Concevons tou]ours la volte composee de deux parties, l'une’
2M formant coin, l'autre IN réunie -de chaque coté au’ ‘pied-droit:
je dis que la poussée horizontale du-coin se transmet toute enticre
- au -centre G de rotation du pled—drmt comme elle se transmettait-
au point o de Vextrados, quand il n'y avait pas de pled-—drmt Tn
effet, si Yon i imagine au point G deux forces , 'une verticale de bas
en haut et égale au poids de:la “demi-votite réuni & celut du pled—
droit , Vautre horizontale, de deliors en dedans , et egale a la poussée’
du coin; il est c1a1r que le systéme des forces sera en équilibre. La

trados qui i détermine ce coin,’en employant l’equatlon d (
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f01ce vertlcale est constante , mais la force horizontale est variable
et. depend du coin ; c’est cetie force vamable qui tend & renverser.
e p1ed—dro1t dans presque tous les cas ; je ne dis pas tOu]ours 5
parce qu’en effet il peut arriver que le pied-droit 501t renverSe par
-une force plus petite : ceci mérite d’étre éclairci. '

La plus grande poussée que je represente par F, est bien la force.
qui tend 2 faire glisser le p1ed—dr01t mais s'il existe une autre force
ou poussee horizontale F’ qui , sans étre aussi grande que F, ait

~ méanmoins un plus grand moment relativement 3 ceux des trois .
forces verticales qui tendent a-faire tourner en sens contraire , ce
sera ¥ qui , agissant avec plus d’avantage , renversera le pied-droit.
Ces deux effets, le gllssement et le mouvement de rotation autour
du point G, sont entiérement indépendans ; le premier. est prodult
par la force F, le second par F'. SiYon calculait 7 de maniére &

~mettre le pled -droit en equlhbre avec le” coin qui a'produit T, il
n’en serait pas moins renversé par la force F' provenant d’'un coin
de moindre poussee mais qui agit plus favorablement. Quant i ce
second coin qui produit F’ et qu’il n'est pas moins essentiel de
connaitre,, on I'obtiendra en cherchant le maximum de Z dans’ I'équa-
lion d’éqliilibre’de rotation , en y faisant varier « : cela est encore

" fondé sur ce principe ; que la pesanteur qui tend toujours a produlre
le plus grand effet possible, doit, pour le renversement, employer’
Ie coin le plus favorable.

Ainsi, le coin de plus grande poussée opere le mouvement hori-
zontal ou le ghssement s et cependant il existe ou peut exister un .
autre coin qul rende 7 maximum et opere le renversement. Voila
deux principes qui donnent. deux valeurs différentes pour 7, si on
les emploie 1solement ala détermination de o. On sent néanmoins -
que le probleme ne peut avoir qu’ une solution : on conc:Ihe les deux

~ principes de la maniére suivante. - :

C’est bien toujours la plus grande pOUSSee ¥ qUI opére le- - glisse.
ment : je dis de plus a present qu ‘elle opére aussi le renversement,
et v0101 comment il faut concevoir la chose. La force F, qui n’ opé-
reraxt “pas le renversement si elle aglssalt sur le joint du’ coin dont -
elle émane, se transnxet a un autre joint qui doit étre celui par
'lequel elle peut renverser le plus large pled-dmlt Ce tr0151eme :
joint dont j j appelle o’ Z’angle , doit donc rendre Z un maximum ;
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mais en regardant T comme constant. 11 faut i mmgmer quatre ]omts
"de rupture symetuquement places savoir-, ‘deux dans Chaque mome
de la votite : le” coin compris ordmalremem entre les deux joints
les plus élevés , prodmt la plus grande poussee ou 7, ; cette force
nagit pas dans ces 'deux joints , elle sé transimet ‘aux ‘deux’ qui ‘sont
mferleurs contre lesquels elle ‘opere , avec le plus gland avantage
possﬂ)Ie e renversement des pleds—drmts. BN S

Jai dit que la plus grande poussee se transmet toute entiére au
pomt C ; ensorte que si Jon apphqualt en ce point deux forces s
T'une’ ver’ucale et égale au’ p01ds ‘de Ja deml—voute augmenté " du
pied-droit, I'autre horizontale, dirigée suivant CD et egale ala plus
grande poussée , le systéme serait en’ ‘équilibre : mais ‘si-l'on appli~
quait 4 la clef une force horizontale et egale a la plus grande
poussée, Yéquilibre subsisterait encore Il suit de la que non-seu~
lément la plus grande poussée se transmet au point G , mais encore
qu elle réagit sur la clef et y opére une pression egale Les mémes
“alsonnemens prouvent que la plus grande poussee est une force
censtante qui de proche en proche se transmet-a tous les VOuSsoirs
sans rien perdre de son intensité. En quelque poth qu'on la
suppose apphquee , il faut toujours que son ‘moment & l’egard da
point G, soit égal au moment de la partie supérieure M, qui repose
en.ce pomt plus 4 celui de la partie inférieure N augmentée- du
pled-drmt La question est réduite a savoir quel est ce-point
. quai faahte le plus le renversement ou qui exige le maximum
de 7. N

~ Tels sont les pmnmpes de la theome que Jai developpee dans les
“articles suivans, et qui baunit Varbitraire daus la posmon du joint
de rupture. La régle de prathue sulvie jusquici n’était fondée sur
aucun prmc1pe elle ne pouvait pas méme étre déterminéde parlex—-
“périerice , & cause du nombre et de la variation des elemens qm
déterminent la position des ]omts de rupture.

Dans ce qm précede , je wai pomt considéré le frottement il
faudra examiner les modifications. qui_en résultent ; c’est ce que je
vais faire dans les articles suwans yen dxstmguant tou]ours les quatr
especes ‘de volites.' - ~

Enfin ; apres avoir -trouvé les formules dans la dcmble hypothese
du coin avec ou sans frottement 11 faudra chercker dans Vliypothése -
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des arcs-boutans , quel est le joint qui produit le plus grand effet et
la plus grande poussée horizontale en C. La valeur de Z. qui en”

résultera sera encore un maximum. Si elle surpasse le maximum
donué par Thypothése du coin, il faudra la préférer; car la pe-
- santeur produira trois joints de rupture, savoir, un & la clef et
les deux autres syméiriquement placés , plutdt que deux seule-

ment , sl ce mode de rupture doit lui faire produire un plus grand'

effet. :
En étendant ce principe, on n serait conduit & supposer cing joints

de rupture plutdt que trois; mais on sent que les difficultés du calcul -

surpasserawnt bientot les forces de I'analyse ; dallleuls je ferai voir
qu il 'y a réellement que deux hypotheses. »

26 F ormules genemlés dans lhjpothese du coin avec frottement

Je vais appliquer les principes du numéro précédent i la recherche

“des formules générales , lorsqu on a égard au frottement.

‘En comparant la fig. 13 avec la fig. 20, on voit que le cas
d’équilibre traité dans le n° 21, est premsement celui d'une volte.
dont la partie EFFE’ agit comme un coin pour renverser le reste
de la volte > supposé adhérent au pied -droit.. Je rappelle ici la:
notation que ]e Conserveral tou]ours a moins que ]e n avertlsse du.

contralre

Je fais (fig. 20) AO=b, OS.__a,§S'__lc OR’wq,RR,__h‘

OG'=D, AD=H, DC=7Z, SSFE=M, EFsA =N, M{-N=S§,
SP=«x, PE =y, SE__ s , &= angle du ]omt quelccnque EF
avec la vertlcale R= rayon de courbure du point E; r= rayon

de courbure de lmtrados au pomt S;m=75 1416 = fmite

__ frottement
pression 7

sée. horizoutale produite en R par-le coin; et (fig. 25) Oz=a
Fth=ad; 0=V AR'_-D @R’—h’ Aa.._K f_denslte

du pied-droit.

; §=angle du frottement, ou tang === ; F =pous-

Cela posé , en comparant les quantltes analogues et correspon— ,
dantes dd n° 21 avec les données precedentes , on reconnaltra quil -

faut substituer dans I'équation (17) du n° 21, (H-- &) pour H,;

la quantlte (b4 y A g) pour Z,, et pour NG moment du maSSlf la ‘

circonférence -
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somme N (b+17-—D )+ 3/HZ des momniens du PIEd—dIOIt et de
la portion de votite adhérente.

Par ces substitutions dans les equatlons (17 ) , ona pour- les
formules de P'équilibre de rotation et du non—ﬂhssement des pleds-

droits ,

QL+DF+AM+ND—%+$Z+.ﬂﬂf }
F<w(S+fHZ) ..... R R EREEERE R TS

En supprimant le terme f HZ on a la condltlon du non-ghsse— :
ment de ld votte sur le p1ed~dr01t ‘

Remarquons d’abord que les équations (22) reviennent au méme ;
quand @ =0, que les equatloﬁs (x 8) et (19) dun° 22 ; ainsi que cela
devait étre. :

Pour passer 2 la discussion des equatlons (22), 1l faut prealable- ’
ment rappeler quelques punmpes Le frottement absorbe une partie
de la poussée horizonlale qi’un coin. quelconque produirait sans
cette résistance : il opére un effet de plus; il change-la grandeur du
coin de plus grande pousséé et célle du ¢oin du plus grand renverse-
ment; mais cela n empeche pas que les choses né se passent comme
nous Iavons exposé dans l'article précédent. : -

Observons d’abord que lequatlon (22) est censée ne renfermer
d’autres variables que @ et Z , paisque M, N, ¢ ; D, h sont des
fonctions de « donnédes par lequahon de 11ntrados.

La premiére chose a faire, c’est de chercher 1'angle o du joint
de plus graride poussée : il faut pour cela employer lequatlon

(22)

,d]j“,-—o ou (n° 21), ndot(a-{—G)._o (25)

La seconde opération consisté i chercher le maximum de 7.. Si
on substituait la valeur de « dans l’equatlon (22); la valeur de Z
qu'on en tirerait, ne serait pas un maxzmum ou pounalt n’en étre
pas un, quoxqu elle correspondlt au maximum de la poussee cene
serait qu’une premlere valeur approchee de Z. ‘
~ Si on égalait a zéro ld différentielle de la valeur de Z dorinée
“par lequauon ( 22) 5 On auralt apres avoir éliminé o, une autre
veleur de Z qui serait un maximum , Mais qui ne correspondralt
pas au maximum dé la poussée; on aurait une seconde valeur pluv
approchée pour 7. : :
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Enﬁn "on aura le vrai maximum cherché de Z en ol)servant.
qu’il sao‘lt de trouver le point d’application dans lequel la force
constante F s ‘exerce avec le plus davantage contre le pied-droit.
Or, Z sera un nmxzmum si le premier membre de l’equatlon (22)
en estun; car si on fait dz == o dans le second membre, il s’anéantit. -
De plus 11 suflit, pour que ce premler membre soit un. maxzmum ’
qu’on ait l’équatlon

Fdﬁ+d(Mq)+d(ND)._o.......‘....(24),'

puisque F est constant. Subs@ituant dans Véquation (22) la valeur
‘de a donnée par I’équation (24) , on aura le maximum cherché de 7,
c’est-a-dire la vraie solution, la plus rigoureuse qu’on pulsse des1rer,
puisqu’elle 1empht la double condmon de procurer le maximum de ¥
et celui de Z. ' . ,

- La solution rigoureuse comprend comme on voit, deux parnes N
.savoir : 1° trouver F par lequauon (25) ; 2° trouver 7 par les équa- -
~ tions (24) et (22). :

_ Pression. 1 est essent1el dans la science de la constructlon R
de savoir quelle pression éprouve chaque voussoir, afin d’en con=
clure sl pourra supporter , sans en étre écrasé, la pressmn trouvée
- par le calcul. S

Nous avons vu (n° 21) que lorsqu un coin repose entre detix
plans inclinés fixes, la pression qui a lieu dans le contact est
sin & -~ 7 cos
sion n’est pas toujours Veffet - du coin supérieur, mais quelquefms
celui de la partie inféricure de la votte. Si l'on appliquait deux
forces an joint des naissances , I'une verticale et égale au p01ds de
la deml—voute lautre horizontale et égale 4 la plus grande poussée F;
si en méme temps on appliquait 2 la clef une force horizontale =T ;
il est ev1dent que la demi-volite serait en equ111bre avec ces trois
- forces. On_voit, comme jeYai de]a dit, que 1a poussée réagit contre
‘tous les voussoirs , et quil en est de méme de la force vertlcale et
‘égale 2 S dont je viens de parler. 11 suit de la que chaque joint -est
sollicité  la fois par deux-forces , Iune F- horizontale , 'autre M
verticale = poids des voussoirs superleurs , ainsi que par deux
autres egales et directement opposees » Qou résulte I'équilibre et la

. , , pression.

- : cela n’a plus lieu dansla vobite, parée que la pres-
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pression. Il faut calculer Teffet des forces F et M perpendiculaire-
ment au joint : la somme des deux presswns partlelles sera la pres-
sion totale et cherchée P. :

La pression partlelle produite par FseraF cos a; celle provenant
de M sera M s sin & : on aura donc la somme

F cos o+ M sin a=P....:. -(25).

Cette formule, en y mettant pour F et M leurs valeurs , fera con~
naitre.Ja. pression P quéprouve un joint quelconque : elle fait voir

que cette pressmn estF pour la clef et S pour le voussoir des nais~

‘sances , si la ligne des naissances est horizontale, -

La pressmn P est, comme on voit, variable pour chaque ]omt ;
cela donne lieu 4 un probléeme curieux et utile , celui de savoir.
quel estle joint pour lequel P est un- maximum , et quelle est alors
la valeur de P. - ‘ e
~ On trouvera Langle o du ]omt en questlon , en egalant a zéro la
différentielle de la valeur de P, prise en regardant F comme cons—-
tant, et en y mettant pour M sa valeur donnée en foncuon de a,
par la figure dela volte, et 1 on aura

M cota, F+dM =o. ....;"..(25’).

Ayant trouvé a par l’equatlon (25’ set ayant substitué sa valeur dans
lequauon (25), on aura le maximum de pressmn P, '

‘ 27 Formules dans I ’szot’zese des’ arcs-boutans, Jai dit qu apres
avou' cherché 7, dans lhypothese du coin avec frottement il fallaxt
_la chercher dans celle des arcs-boutans : deux prmmpes C{ul ont
~servi de_base 4 la premieére recherche, sapphquent encore a la
seconde. 1°. 1l faut trouver l'arc qul s'appuyant d’une part & la clef
“sar lextrados et dautre part par son extrémité inférieure sur lln-
trados, exerce la plus grande poussée. 2°. Cette poussee se {rans—
mettant et reaglssant dans tous les voussoirs , il faut trouver le point
dapphcatlon ot elle produira le plus grand effet , ¢’est~a-dire le
maxinium de Z. Ainsi on doit avoir, comme dans lhypothese du coin
“avec frottement dl, =o etdF = o. .

7
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"1l est évident, en-reprenant l’équatioﬁ (20)du 1;?‘2‘5'5 _i;u’on a

h Fee s
=

Quant a-1a éeconde condmon dZ.._ o, on observera, comme
dans ‘Jé¢ niaméro précédent, qu'en cherchant le maximum de Z, il
faut faire F consiant. On verra ensuite que. I'équation (20) est la
méme que lequanon (22) , avec cette différence seulement que la
. lettre F ) qui.dans les deux hypotheéses représente le maximum de
la poussée:, m’a pas:-la méme valeur dans toutes. deux, qumqu elle
soit constante dans les deux cas. : ~

La marche & suivre dans l’hypothese actuelle es& donc Ia meme
que dans .la-précédente , ainsi que la formule des- -équations. Seu-
lement il faut observer que le plus souvent la valeur de F sera ici
un peu plus difficile & trouver et que de plus le frottement n’ entre
pour rien dans le calcul.

Formules a approxzmatzon

28. Dans les deux numéros precedens 5 jai donné les moyens
d’approcher de la vraie valeur dé Z, autant que la nature du pro~
‘bleme parait le comporter. Les calculs 4 faire peuvent paraitre longs
‘et méme surpasser la portée de la plupart des Architectes. Je

vais essayer, dans cet article, de donner. des formules d’une appli-‘
cation plus facﬂe et sufﬁsantes pour les besoins de la prathue s
sauf a recourlr aux artlcles precedens y quand on” asplrera a plus
de precxsmn TR

Je reprends 1equat10n (22) que ]e mets sous la forme  sui-
vante qu on verra revemr au meme s en retournant a Ia notatlon
c0nvenue ' H o o T

(H+ h’)F+(k-—k’)F—M(b—q+D’)— N(b —D+D’) .
=S (LD i fHZE (),

- Mainténant je remarque- que le terme ( h-— KYF exprlme le

moment de la poussée F pour faire tourner ( fig. 20) et (fig. 25),
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Ia partle de volite EFaA , autour du point €, du ]omt des nais— )
sances ; que le terme — M (b—gq —I-D') est le moment de lau'e'
SSFE, et le terme —N(b ~—D 4 D’) celui de lan'e EFaA pour
faire tourner autour ‘du méme point en sens contraire. 'Si les deux
derniers’ momens ne lemportalent pas sur le premier, lequlhhre
serait détruit , et la volite renversée ; donc les deux. momens qui
ont le signe moins , surpassent le premier qui est positif r.or la
variation de 7, ne dépend que de celle des trois termes m-—dessus ;
donc 7Z sera un maximumn quand,la somme de ces trois termes_sem
un minimum , c’est-a-dire z€ro. .
Au reste cette conclusion n’est vraie quen négligeant V'effet du
ciment qul peut rendre une partle dela voute adhérente 3 un certam
‘ pomt aux pleds—dlons c’est pour cela que la conclusmn que, ]al g
tirée n'est qu'une app10x1mat10n
Je fais donc égale a zéro la somme des trois momens m—dessus 5
ce qui réduit I'équation (a) a la suivante : |
(H.»{_h')_Fv:S(,Z——D’,),—{— SSHZA (). )
Nous serions arrivés  cette derniere équation par le ‘raisonnement
suivant : Si 'on appliquait au point & deux forces , 'une verticale-
= S, Dautre horizontale =¥, la volte serait en équilibre : donc la
voute 1eprodu1t en sens contraire contre le pled-drmt auquel elle
tient par le frottement, les deux forces ci-dessus. Si on égale le
moment de ¥ autour du point G, & celui de S augmenté de celuidu
pied-droit ; en retrouve I'équation (5). |
On apercoit que le second principe qui nous a fait trouver I'équa-
tion (), n'est autre chose.que Vhypothése des deux arcs-boutans
embrassant chacun la demi-votte. Ainsi les deux hypotheses rentrent
T'une dans l'autre , quand on fait la somme des trois momets. ci=
dessus €gale a zéro. i v
Cette méme supposition donne la valeur de F : en effet , elle -
exprime P'état d’ equlhbre de la voiite : cet équilibre doit donc avoir
-lieu quand la poussée est apphquee a la clef. Or, i laclef on a
M=0,N=S§; égalant: a z€éro les trols momens pour ce point,on'a

en obseryant qu alors h= a+ lf

F=_
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, Il ne reste plus qua substituer cette valeur de F dans’ I'équa=
fion- (b), mais il ya quelques observations 3 3 'faire : cette valeur de ¥
‘plest pas sa vraie valeur , mais seulement la limite qu elle ne peut
excéder; car cette vraie . waleur peut étre momdre sans qu il y ait
_renversement. C'est ce qui arrive quand la somme des trois momens
dont nous avons parlé est négative. Par exemple , si lextrados est
une hgne droite’ horizontale , ona a4 3 k—h=o0,d’ou F infinie.
11 suit de 12 quela limite trouvée pour F s "écarte trop de la vérité ,
quand la volte est trés-aplatie. Nous allons chercher une autre
limite qui , combinée avec la premiére , dofinera toujours un résultat
vsuﬂisamment exact.

‘Jai déja dit que sans le frottement et l’adherence, t0utes les
" yotites non-équilibrées sec1ou1era1ent : voyons leurs effets sur la
poussée. . -

On a F=M cot («+8); quand 9_.._0, onaF = Mcota, et
i la clef, dansles volites de premiere espece, F= dM.dcota =2,
_quantité ﬁme La valeur de F est souvent si grande alors , qu’elle”
renverserait la votite sur le pied-droit , comme nous le verrons dans
-le berceau circulaire. Le frottement seul sy ‘oppose ; car quand §
‘n'est pas zéro, on a i la clef F = o. Le maximum de F n’a pluslieu
“en ce point ; 11 s'en elmgne suivant la nature de la voute et la gran-
"deur du frottement :” on explique par la pourqum les vottes non
équilibrées ne sont pas toutes renversées.

Dans les voltes de la seconde espece, le maximum de F - aurait
lieu aux naissances sans le frottement, et la partie supérieure de
1a votte serait expulsée par la réaction des voussoirs inférieurs.
Le frottement fait remeonter le joint de plus grande pousséé, et en
diminuant la valeur de F, il empeche lexpuisxon de bas en haut des
voussoirs superieurs.

Comme I'expression de 1a; poussee est dlfferente dans les quatre
especes de volte, il est utile de savoir dlstmguer a laquelle des
~ quatre especes un berceau propose appartlent
1 faut concevoir qu on ait construit sur la méme épaisseur % de
" Ja clef,-un extrados qui renditla voiite equlhbree : 8’1l embrasse
1extrados proposé, le berceau est de la premieére espéce ; s'il en est
embrassé, le berceau est de la seconde espéée ; sl les deux extrados
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se confohdent le berceau est évidemment 'équilibré enfin, sils se
coupent , le berceau est de la quatriéme espéce. On a un exemple
de cette quatrleme espece , “lorsque lintrados est mrculane et que
Textrados étant parabolique, s’éloigne depuis la clef.

Dans la premiere espeéce, quand on néglige le frottement, la
valeur de F est facile a trouver ‘En effet, ona 6=o0; F =Mcota;

.dF"“‘d(MCOtoL—._— Mals onadM.._-———(zr-l—k),

2 ’ 52 ”
d.tang a =d (f?) et r, dont I expressmn générale estd -
: ‘ - dyd ( &

d . tang « tang

devient, quand ds=dy, r= ; Cce qm donne

76)

E—tl—g;[g—c—c = kr + —;-]ff =F..... 007 ...
C’est une autre limite de F dans la premiére espece de votite,
puisque le frottement a été négligé. La limite analogue pour la
seconde espece est F ==S cot @, en entendant ici par « Tangle du
joint des naissances.
En résumant tout ce qui a ete d1t ‘dans cet article, on trouve les
formules suivantes. :

Formules pour la‘premiére espece de berceaux.

Ty i b—D4D , .
S<H+h)51_‘72'"—— S(Z D)4z fHZ
B(raeik) (Hade K )=SZ -2 HZ. ... e .:'.‘..(28);
b—D+D : -
sﬁﬁ,ou(kr+;ka)<w(s+fﬂm ..... .
On emploierala premiére des trois équations plutot que laseconde:
Si b_";Dk'*“D S < kr + ) ; et wvice-versd : cela est fonde S'llI‘ ce

" que la plus petite des deux limites de F estla plus proche de vraie
valeur.

La troisieme équation exprime la condition du non-glissement
des pieds-droits sur leur plate-forme : on choisira aussi la premicre
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expression du premier membre de I'inégalité , quand on fera usage
dela pr emlere équation pour déterminer Z. .

" Enfin, 'si la volite est tr és-aplatie, on fera A'=0, D'==o0 dans la
prennere 5 sl elle doit étre employee parce que le mouvemeﬂt\de
rotation se falt autour_du point A. :

Formules. pour les berceaux de la séconde espéce. - -,

: W b—D+D , . .
S(H—;-h)ﬂﬁ_sm_n)-;—;fnz

Scota (H+#)=S(Z—D)+3 $SfHZ .. ....... coenn(29).
S%-_—}."_?k'?;z—” ouScotoL<7:(-S—'},—fH/Z). ........ S
1l faut faire la méme distinction que ci-dessus pour le choix entre
la premicre et la seconde
 Qbservations. Tout ce que jai dit dans lartlcle precedent sap-
plique également aux voiites équilibrées. Cependant lorsque I'épais-
seur est trés-petile, ou que les poids des voussoirs sont supposés -
concentrés sur l'intrados > il n’y a plus lieu de chercher le point
d’application de la poussée F pour rendre Z un maximum , parce
que la somme des trois momens dont jai parlé pour faire tourner la
demi-votite autour dupoint &, est une quantité constante qui devient
zéro quand on y fait F = ¢ (voye’z n° 24). Ainsi, pour les votites
équilibrées , on peut prendre pour formules d apprommahon celles
du n° 24. :

Quant aux_vottes de la quatrleme espece on pourra employer '
celles rapportées ci-dessus pour la premiére et la seconde espece.

‘11 est encore une observation générale & faire. Il n’existe de-
-maximum pour. Z , c’est-a-dire un pomt d’application plus favo-
rable & la poussée , que dans I'hypothése ol I'on suppose une partie
de la volite adhérente au pied-droit; mais quand on considére la
demi-vofite comme ne formant qu'une seule piéce, le point
dapphcauon est indifféremment & la clef ou aux naissances. ‘Il
vaut mieux choisir ce dernier point, ainsi que je lai fait , ‘parce’ '

que lequatlon dequlhbre est p]us smaple qu ‘elle ne le seraxt en
chomssant la clef.
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Bacapztulatwn. La premiere chose i faire, c'est de. connaitre
Ia valeur de § ou la grandeur du frotterient. Dans les plerres de
taille , le rapport & du frottement 3 1a pression, est environ %
mais comme dans la comnstruction ‘il peut se glisser du sable
entre les voussoirs , ce qui diminue le frotiement, il sera plus
convenable, et en méme temps plus prudent de’ falre w =1,
“valeur qui convient aux corps passablement polis :-cela donne
8 == 18°26' nonagésimaux. : I

Substituant cette valeur de 8 dans P'équation (23), ainsi que celle
de M donnée en fonction de ‘a par I'équation d'intrados, on aura
la valeur de « qui détermine le joint de plus grande poussée. Re-
mettant cette valeur de ¢ dans I'équation (23) , on aura celle de F.
Enfin mettant dans 'équation (24) la valeur de¥ et celle de S donnée
par lafigure de la volte ; on aura Z.

11 faut observer que la valeur de F est aussi celle de la presswn
qui a lien & la clef, chose. essennelle 2 connaitre , pulsque c’est
par elle qu’on saura si la pierre dont la résistance est censée connue
par lexperlence , peut soutenir, sans s’écraser, la presswn qu'elle
éprouve a la clef. Quant i celle qui a lien aux naissances et a la
base du pied-droit , elle n’est autre chose , dans le premier point,
que le. po1ds de la demitvotte; et'dans le second, celui de la demi-
volite augmenté du pied- &roﬁ Cest faute dav01r calculé cette
pression que les-colonnes du Panthéon-Francais se sont écrasées
dans leur circonférence , ce qui les a fait affaisser. Enfin il faudra

- chercher par la formule (25"), la position du joint qui éprouve

le maximum de pression et la valeur de ce maximum , afin de con-
naltre la plus grande pression qu ‘aura i supporter le voussoir Ie
plus presse. - - S :

Aprés avoir trouvé le maximum de Z dans Thypothése du coin
avec frottement, on pourra le chercher dans celle des arcs-boutans
da n° 23, Pour cela, on emploiera le procédé du n° 27. On choi-
sira alors le plus grand des deux maxima de Z fourms par les deux
' hypotheses L : . v .

.Sila volite est tres—surbalssee 5 lhypothese des arcs -boutans
pourra.donner le plus grand des deux maxima, M. Perronnet a
observe que dans les . grandes arches tres-surbaissées 511 se fa1sa1t

,
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trois ruptures , la pl’emlele a Vintrados de la elef, les deux autres
_prés des naissances a Textrados.

1l est en effet difficile de concevoir que les pleds-drmts pulssent
eprouver le plus petit mouvement de rotation, sans que la votte
s'ouvre a la clef. Dans I'hypotheése du coin sans frottement, on est
obligé de supposer dans le contact des: deux joints de Tupture un
petit globule mouvant par lequel se transmet la poussée. Hors ce
cas , on ne peut se dispenser d’admettre le frottement, ou bien il
faut renoncer 4 I'hypothése du coin. :

Dans la section suivante, les apphcatlons que je ferai acheveront
& éclaircir la théorie. Je terminerai celle-ci par-une remarque impor-=
tante ; c’est. qu’il n’y a réellement que deux hypotheses , celle du
coin et celle des arcs-boutans. En’effet, sion suppose un nombre
pair de joints de rupture, iln’y en aura point a la clef; deux joints
symetmquement places, formeront tou]ours un coin; un de ces

" “coins sera celui'de plus grande poussée ; cette plus grande poussée
sera celle qui se transmettra au centre “de rotation du pied-droit
et qui réagira a la clef; il faudra’ ensuite chercher son point d’ap—j
phca’uon le plus favorable pour avoir Zr: c'est prec1sement en quoi
consiste ma théorie. -

Sion. suppose un nombre impair de joints de rupture; il sen
trouvera un a la clef.’ Chaque moitié de volte sera, partagee en
arc s—boutans. La poussée qui aura lieu dans un point de rupture
Pourra étre regardée comme provenant de la réunion des arcs supé-
rieurs dont le plus élevé butte 2 la clef. 11 existera un maximum de
_ poussee qui sera encore celui qui opére le renversement 18 faudra
ensuite chercher son point d’application, pulsque cette ‘poussée se
transmet et réagit dans tous les points : on anra-ainsi le: maxzmum
de Z. 11 est donc vrai qulil n'existe, comme je lai dit, que: ‘deux
hypotheses différentes: 11 ne doif pas para1tre moins évident que le
renversement se fera par celle des deux qm oﬁ'ura le plus de fac1hte
4 la force de la pesanteur. S
" Au reste tout ce que je viens d’exposer dans cet artlcle suppose
qu on peut trouver la vraie valeur de Z; mais il faudrait pour cela
que le ciment fit susceptible dappreclatlon et que’ Taction du
frottement fat bien connue ; comme rien:de tout cela - n’a-lieu, il
s’ensuit quil faut renoncer & trouver la vraie valeur de Z', et se
: : contenter
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“eontenter de la hmlte fournie par lequatmn (28) ou (29) , €t par
celles des. n° 26 et 27.

Dans le n° 28, la demi-volite est censee aglr dune seule pxece ;
daqs les articles 26 et 27, ona suppose que la poussee ‘provenait du
coin ou de 'arc capable d’exercer la plus grande , et'de plus, que la
yohite s'ouvrait dans le joint qui favorise le plus le renversement ,
tandis que la partie inférieare restait adhérente au pied-droit : ce
~ ne sont la que des hypotheses que beaucoup de causes accidentelles
peuvent détruire ; elles ont toujours lavantage de bannir Varbitraire

dans la position du joint de rupture-et de fourmr des limites de Z
sufﬁsantes pour la pratxque. ‘

SECTION IV

Applzcattons a d ﬁ%rentes especes de voiites: .

29. Berceau cylindrique. “Comme dans‘ les hypoth'eses des arcs-
boutans et de la Hyre , on a besoin de connaiire le centre de grax’rité

d'une partie-de la voliite dont je suppose ici lepalsseur constante, je
commence par ce probleme prehmmalre

ou portion de couronne circulaire EFaA (fig. 23) forme par deux
arcs de. cercle concentriques et par deux portions de rayon,

Jimagine cet espace décomposé en trapézes infiniment petits, tels
que AA'da. Les centres d'inertie de tous ces pelits trapezes seront
places sur un arc de cercle KL qul sera’ egalement chargé partout
du poids de ces trapézes. La question sera redulte a trouver le centre
dinertie G de cet arc KL, lequel -doit” etre place sur le rayon OR
qui_divise en deux egalement Yangle O,

Soit AO =4, Aa=*k, angle AOE = €: on trouve aisément que

__1.,8b+k OR KL
e 7 On sait ensuite - que 0G = arc KRS ais € étant

exprxmee en partles du rayon 1,0n a. arc KRL =6.0R; de plus s
KL = 2sin 16.0R et Og = OG.cos % C On dedult alaement de

. ces valeurs, Og ._,_% sin C%’i__n -
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Quand la couronne est d’un quadrant comme dans la ( ﬁg 22 ),
4 b+ Bbk+ ko

ona Slﬂé,—-l, C——- 1 5708 et D——gm
* Cette valeur de D serwra a ) faire usage de lhypothese du coin 2 de
]a Hyre et de celle des. arcs—boutans

'On dedmiausement dela valeur de D en observant que & =go°—a.,
lexpressmiﬁ de I==EL (fig. 21), employee dans lhypothese dA:s
arcs-boutans du n° 05 et 1on trouve - :

oo l=b sin @ =2 (x—cosac) %f’

"En substituant la valeur de D dans l’equatlon (18) dun® 22,
ainsi que (b+ k) cos.a pour h, et 1 pour f, on a la formule
suivante qui dlspense de-chercher’ le centre de gravité dans I'hy-
pothese du coin sans frottement. J ‘ai fait pour abreger, :

b—{- li.._..b' 5 1416._m, ‘

Z___,_zrz}k{b + v
Vakba. cow+§f; o °°5“(5b’+5bk+k«>+"‘4’;12’~...';.:
SRR e e (a).

‘ Il faut calculer o en partle du rayon 1, et non en’ degres Sl Yon
fait & = 45° == 0,7854 =} m, on a'sin « ::aco 7075 ¢ "est ] hypothése
delaHyre e

- Silon apphque au berceau cyhndrlque les reﬂemons‘ des nov 55
et 26, on reconnait quil’ est de:la - premlere espece : daﬂleurs
ak (B4 k)
tang tangac :
qu’'elle devmnt un maaczmum & la clef ol o = tang ) resultat
conforme. R Ahanlat e .

__Si Pon veut avoir la valeur de Z dans lhypothese du coin ‘saus
frottement auquel cas le. maximum de poussée a lieu & Ta clef, on
dura M= o; N=S§ ==k (541 k); F=k (b+ 7c) h.__(b—}-j k),
g ==, et pour D la valeur trouvée ci-dessus pour le cas du qualt de
cercle. Substituant dans: l’equatxon (22) ou (28), et faasant, pour

fant vou' ewdemment

‘1 expressmn qm est iei =
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abl eger b1 k= &, onala suwante

e

‘ 55

mb’k m2b'*k? 11 ’ ’ 1 Ta |
. Q;H'*‘ \/4sz —|-fH(o,8584 b mblc—l—-zb H+67c )..
“'_, ....... ,","";"',',,""""‘_'.""""'T(b)‘

On retrouve cette méme equation en faisant dans l’é’quation'(a)“,
a4 =0, comme cela doit étre  la clef. Au reste cette equatlon ®)
ne donne que la plus grande limite de la valeur de’ 7, pmsqu elle

suppose le frotiement nul, ce-qui est faux. . "

On prouveralt que quand le frottement est nul 5 C est 3 la clef,
gquon a 2 la fois le maximum de poussée, le maximum de 7 en fai- '
sant varier la poussee, ou en la regardant comme constante mau&
cette considération n’est que de pure curiosité. . 7 - .

Sid’aprés la valeur de ¥ =k (b4 1 k), on cherche par l’equa-' ‘
tion (17) la condition d'équilibre entre la clef et la demi-votite,
on trouve k== 0,82185. Ce résultat fait voir que sans le frotte~
ment, il faudrait que V'épaisseur k& fiit presque égale au rayon &,
pour que la clef ne renversat pas la. deml—VOute sur le pled—drmt >
en la supposant, mémie d'une seule plece Mals le frottement rénd la
‘poussée nulle a a clef, et s'il y existe une pressmn elle n est qu,e
Teffet de la réaction des “autres vOussoirs.

Si on veut employer Ihypothése de deux arcs-boutans embras=
sant chacun. la demi-volite , -on :a les formules saivantes pour

Yéquilibre de rotation et la condltxon du non—ghssement des pleds-‘
.droits, ‘

/‘.'

.o 2854k(b+ k)H-—0,7854k(6—[— ]f)Z"l"fHZ": } (c) :
>°:2854(b+ k)<7:(o,7854k(6+ k)+2fHZ) -+ (05

Je n’ai rapporté ce qui precede que, pour donner un exemple de
Ja maniere de se conduire pour’ dlscuter une voute dans les diffé-
\rentes hypotheses. Je passe malntenant a lﬁpphcatlon de mes for
‘mules (23) et (28) des n° 26 et 28 N qm me paralssent preferables
;1 tous égards.

© L’équation (23) qui est F = VI cot (8 + @ ) devwnt lCl

Fe=k(b421k)acot (8- a);on a §=1826: on peut cher-
cher le maximum de F, soit par. le titonnement, soit par equatlon
= sin (6 -~ @) cos ( 9 +2), h laguelle on arrive en ‘égalant 2
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zé'ro la différentielle de T : on trouve & == 29° environ; c’est Pangle |

ui donne le coin de la plus grande poussee La Valeur de F devient
F.___o,46497c (b-+3k). Faisant donc S==1,5708% (b1 k)=1,5708b'k;
F = 0,4656'k; K =0, dans la premiére des équations (28), on aura
les formules suivantes pour I'équilibre de rotation etle non—ghsse— 4
ment des pieds-droits,, :

1 57o8b VAT EO AT L 6,555
L= +\/ P 7 + it “.}---CJ)Q
10,4655'/{ < w (1 57085'7{ —{—fHZ) .................... -

On voit par la derniére qu'en faisant’ 7 = X 3, le pied- dloif ne
saura1t ghsser sur sa base ; on vmt auSSl, en supprlmant le terme
JHZ, que la voite ne peut pas non plus glisser sur le Pled—- :
droit. . ‘ : S
J e terminerai cet article par un exempIe numér 1que Soxt b.._So 3
=4o0; k=1. - ,

'Si l'on fait e==45°(ce qui est lhypothese de la ere) dans I'équa-
t10n (a), elle donne 7, =6, 56 ) ,

~ Si dans la mémé équation on falt a==o0,ce qu1 est lhypothese
du coin sans frottement, elle donne pour le maximum de 7., T=7,94;
fl’equatlon () aurait donne le méme résultat.

St T'on emplme Yéquation (¢ ), ce qui est Thypothése de deux
arcs-boutans comprenant chacun la‘ demi-volite, on a Z==4;g2.
Mais il faut observer que ce n ‘est pas 1arc—b0utant de go° qui
donne la plus grande poussée; 'arc qui la donne est variable et IOng
a trouver N

 Si on fait usage de la formule (cl) ,onaZl= 4,4

_Enfin par la formule (28) du n° 28, on trouve Z =5, 10. -

Ce dernier résultat est celui qu 1l f‘aut préférer ; il donne la limite
dela plus grande valeur de 7 : sila formule de la Hire ‘donne une
valeur encore plus grande , c’est parce qu'elle est fausse; ¢ est parce’
qu elle ne tient pas compte du ﬁ rottement : si on y a egald onaun
, resultat plus faible, ,

%0. Berceau en demi_—ellipse. La figure 24 représente un demi-ber-
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ceau elhpthue quon a construit en tracant d’abord une ellipse at,
et en lui menant ensuite deux courbes palalleles , a égale d1stance.
Par cette construction, I'intrados et Textrados ne sont point des
ellipses, qumqu 'ils aient la méme developpee qu "elles.

Cetle volte est de la premiere espece, et sans le frottement, la
clef exercerait le maximum de poussée : cette résistance eloxgne le
maximum de ce pomt 11 faudra trouver F par lequatlon (23), en
observant qu ‘on a ici M = ks : ce calcul est assez long, on trou-
vera €nsuite Z par l’equatlon (24).

S l’elhpse est surbaissée , il vaudra mieux employer les formules
(29) déduites de l’hypothese des arcs-boutans. Si 'on veut éviter la
‘longueur du calcul,, on pourra supposer que le maximumde F a lieu
aux naissances , ce qui donnera Z un peu trop petit. L arc—boutant
* embrassant la denn—VOute le calcul devient trées-simple au moyen
des tables ci-apres. La premiére donne la distance D de la montée &
la verticale passant par le cenire de gravité du-quart d’ellipse ; la
seconde fait connaitre la longueurs de ce quart d’elhpse etlon a
S = ks. Dans la premiere , O ou ¥’ a été supposé==1; dans la
seconde, le denu—grand axe a €té fait == 1. .

On verra que dans I'hypothese des ar cs-boutans embrassant chacun
ks(b—D)

1a demi - voite lequa‘uon (29) du n° 28 donne F = Tk

Ayant les/valeurs de’ S, F, I'équation (29) devient

' gks' e
+ \/szg"*" -+ fH : } '
F<7*(l~:s+fHZ)

Ces formules supposent que le centre de gravite’ de Yaire SSaA
est le méme que que celui du quart d’ellipse .6 : cela seraitrigoureux,
si Dellipse passait par les centres partiels de gravité de tous les
voussoirs ; mais I'erreur est peu sensﬂ)le ; dailleurs il seraxt aisé -
de la corriger. '

voi(a).

Ea valeur de 7 donnée par la formiule (@) sera un ‘peu trop petlte
On avura la plus grande limite en employant Phypothese du coin -
- sans frottement , c’est-a-dire les équations ( 28) du no 28, qux

fourmront les fmmules suwantes en observant qu’ici on &
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2

~
™

r=

E

| ks — % |
Zz,,, f“+ f“fl’“"f( 'H‘) L@
— - /f’<7r(lfs+fHZ) '

®

L

~ Supposons , pour faire une application des tables , b=8;k=2;
d::7,d’oua =38; 6’_;9 -

‘Le & de la table ayant été suppose =1, il faudra aussi falre le
@ de latable = £ =o, 8888, pour avoir la valeur correspoudante
de D. Je prends dans ]a Ppremiére table, la dlﬂ'erence 0,0122 enire
0,6133 et 0,6255 , nombres corlespondans 2 0,8 et 0,9, entre
lesquels tombe 0,8888 puis je fais cette proportmn 0,9—-0,8 ou
0,1 : 0,9—0, 8888 ou 0,0112°: 0,0112 : un quatriéme terme qu’'on
trouve étre 0,0014 ; retranchant ce nombre de 0,6255, il vient
0,6241 qui étant multlphe par g, donne 5,6169 pour Ia valeur de D.

En prenant de méme des parties proportionnelles dans la seconde
table, on trouvera s = 13,363. 1l ne reste plus qua’ substltuer les
valeurs de D et s dans les formules ci-dessus.

Table pour la détermination du centre de gravité d'un quart d elllpse ;
B la demz-—base Y étant un.

a D - a D a’ - D & |- D
ou montée| ou distance [ou montéejou distance ou montée] ou distance {ou montée| on distance
moyenne.] = OG jmoyefine.] O&. |moyenne.] OG’., |moyenne.|. OG".

. ) . PR

0,0 | 0,5000 | 0,7 | 0,5999°| 1,4 |o0,6720 | 8,1 - 10,7098
0,1 | 0,5055 ro,v8v ' ‘70,615*’5 1,5 | o, 6788 V2,_2'v 90,7151

0,2 | 0,5198 | " 0,9 6,6“255" 1,6 | o, 6851 2,3 0,7170
0,3 0;5565 1;,0 0,6366 { 1,7 |o 6910 B 3,2 0,72‘0‘5
0,4 | 0,554 | 1,1 |0,6464| 1,8 |0,6965 | 2,5 | 0,736
0,5 | 0,5698 1,‘2/ o,6559v 1,9 0,7014 ‘
0.6 | 0,5854 | 1,5 | 0,664 | 2,0 [o;7087 |
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Table des longueurs des quarts dellzpses dont le denu-—gl and ax‘e,
est un.

. [ r."s B ) .‘ -8 . . ' $ g : . S

* Demi |4y longnenr Demi |4 longueur Demi ou longneur Demi |, longaeur
petit axe,| du quart petit axe. du quart | peiit axe. du quart | petit axe, | du’quart
dellipse. dellipse. d’ellipse. | @ellipse.

0,00 | 1,0000 § 0,30 | 1,0967 0,66 1,2764 o,go‘ 1,4933 ‘
0,05 | 1,0075. ‘ 0,35 ',i,i227 0,65 71,510'67 0,95 1’,5518
0,10 | 1,0188 | 0,40 { 1,1506 | 0,70 | 1',5456 1,00 | 1,5708
l '0,15; 1 ;0337 6,45 11,1802 | 0,75 ‘1(,:5815 -
0,20 | 1 0519, 0,h0 1,'2146 | 0,80} 1,41-812 -

0,95 | 1 0750 0,55 | 1,435 | 0,85 | 1,454

31. Berceau pambolzque Supposons que la v0ute representee
~par la figare 25, soit formée d'une parabole «€, 3 laqueﬂe on a
mené de part et d’autre et-a egale distance, deux courbes paralleles;
pour avoir Yintrados et I'extrados qui ne seront pas des paraboles ]
qumqu ’ils aient la. méme développée quielle. = =

En faisant O == o', 06 =¥/, et conservant les autres notatxons,
71a

x
quuatlon de la parabole oL@ sera Jr=pr= T

dx __ sy M kps
tang & = d_y - QOng g my

: on aura M == ks,

la. poussée horizontale sera
. s . v e . ' .
un maximum quand - en sera un, ¢’est-a-dire a I'infini sur la courbe:

la-votite est denc de la seconde eapece ainsi qu on pouva1t le de-=
duire des principes des n° 26 et 25.

1l faudra chercher F par Véquation (23) dans lhypothese du coin -
avec frottement, et par 1'équation {(27) du n° a7, dans Uhypothése
- des arc s-boutans ; je ne rapporte pas ces calculs auxquels on ne doit
avoir recours que lorsqu’on aspire & beaucoup d’exactitude. 11 sera
suffisant pour 101d1na1re de chercher F par lequauon (26) de la
SeCOnde hypothese .
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Ayant trouve F, I'une ou l'autre des équations (29) et (28) donn;
nera 7, en y substituantles valeurs de D etS = ks. ‘
V a'k ok _.
Vb4 ‘b4
onpourra se contenter de faire D= % k ona aussi s = f = V Py’

OnaD =AR' =A€sina= ]fi— qu on trouve étre D=

mtegrale qu’ on trouve etre

L VP +4)’ G 5 log . (2y+ m —

la

et qm , en mettant & pour y ) et — pour p, devient

\/bﬂ+4 +4 - log l,,<:m+ \/'bﬁ+4a)

Il faut se rappeler dans I’ emplox de cette equatlon de. multlpher...
les logarithmes ordinaires des tables par 2,302585.. ~ ~

Si on_veut aveir la limite de Z en ‘négligeant le frottement , on
prendra la valeur deF donnee par I'équation F=S cot a.

Pour avoir Ia pressmn P qu’éprouve un voussoir quelconque on
: fera usage des équations. (25), (25) dun’ 26. =

- Apres - avou' rapporté les différentes formules propres A fan‘
trouver Z- ,» il faut toujours se souvenir que cette vraie valeur de
7, est impossible & trouver, et quil v’y a rien de mieux a faire
que d’adopter la limite donnee par les formules (29) : il faut-ap=
pliquer cette conséquence aux Voutes dont ]e parleral dans les
articles sulvans, S } ‘

S PR

L -

' Ba. Berceau en chaineite. La figure 25 représente ici un berceau
construit en menant & la chainette 26" deux' cour}:je’s'péralléles’.
Jai démontré dans les n° 13 et suivans , qué ce berceau est
»ethbre ; ainsi les formules du n° 24 Sapphquent a la voute

En conservant’ tou]ours les mémes notauons ‘on aici M= ks; K
: _dx
ta‘ﬂ° “=g = ( voyes Ie ue 13) Le rayon de courbure de la

chamette
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chainette intermédiaire a laclef, ou r=c (voyez le méme numéro); ;
dx ks - _ ks
et celu1 dintrados=r=c—3k;K=k; D’.__zksm a=1k+ =TT

d pke | o \/_——'—

/=€Rr_ 1 Y y_ZT s= V'a*~+24d/c. Quant 4 la valeurde c,
elle est donnée en fonction de & ‘et ¥, qui sont ici ce que a et &
étaient dans le n° 13. Enfin, abstraction faite du frottement, on con-
naitra toutes les quantités qui entrent dans. les f01mu1es (21) du
n° 24, ou dans ce cas r==¢— + }. En faisant les substitutions dont

jrai parle dans les fmmules du n° 24, elles deviennent
(W -+4-1H) (s a’) ,.._2Ics(Z D’)--i—-fPIZ2
(s*—"a*) - <f7r(2ks+2fHZ)

ExEmprE. So1t & =¥ =30, 5 k=1; H=— = 40 : il faut d’aboyf-d
trouver la longueur s de la deml-chamette afb.

Je cherche dans la table du n° 13 Yendroit oi x et ¥ ont entre
eux - le rapport 1 qui est demandé : je vois que cela aura lieu pour
x enire 40,00 et 40,93, et pour y entre 40,24 et 40 62. Soitg la
fraction par laquelle il faut multiplier Ax = 0,95 et Ay=o, 38,
pour que x ety augmentés de cette fraction de différence premicre,
dev1ennent égaux : on aura X - gAx =y - gAy ; dou lon tire
q —'A—i,—:—:_'&; On a dansle cas présent, g== ¢} ==0,44 ; gAx==0,40;

' gAy == 0,16 : donc les nouveaux x ety intercalés dans la table, sont
égaux quand ils sont chacun 40,40; mais alors s devient s~ qu’,
C’est-a-dire 60,44- 11 ne reste plus, pour avoir les valeurs de 4/, ¢

et s, que de mu1t1p11er 40540 60,44 et le ¢ de la table == 25 par -
50,

7o 75 O o,755 ce qui donne s = 45,63 ; ¢ = 18,89,

Mettant donc dans I'équation (21) du n°® 24, 1 pour &; 30,5 pour_

a’ et b'; 4o pour H; 45,65 pour s ; et pour ¢, 18,89 , valeur qu'on

. . et s
aurait aussi trouvée par I'équation ¢ ="

sontrouveraZ=5,19.

Nous avons vu dans l'article du berceau circulaire , que I'hypo- -

these de la Hire a donné 7Z == 6,56. Le frottement a été neghge
-dans les deux cas.

M. Bossut a donc eu tort de dire (Dynamigue, équilibre des vottes, -

9

~
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n® g, pag. 599) que les votites en chainette ont une poussée consi=
dérable, puisquon vient de voir qu’ elle est moindre que pour les
berceaux en demi-cercle. Les constructeurs doivent > sous tous
les rapports , préférer la chainette pour les berceaux, 2 moins
quiils ne doivent étre charges ‘de poids étrangers qu1 detrulralent
Péquilibre.

Quant au glissement , il sera aisé de vérifier qu'il ny en aura

pas. - » - ;
M. Bossut est tombé dans une autre erceur : il a pris ‘pour in-
trados une chainetie , et au lieu de lui' mener intérieurement et
extérieurement deux courbes paralléles , il n'a mené que celle
qui est exiérieure : jai fait v01r - q ‘alors le berceau  n’est plus
€quilibré. *

Je finirai cet article par un probleme qm n’a pas un rapport im-
médiat avec notie objet, mais qui est curieux.” On demande cuelle
longueur il faut donner a une corde pesante qui doit étre attachée
a deux pomts fixes situés a la méme hauteur , pour que la tension
ou l'effort qui a lieu en ces deux points soit la plus petite poss1ble.
On sent que si la corde est trés-courte, elle exercera un trés-grand
effort ; qu’il en sera de méme si elle est longue’: il existe entre ces

deux extrémes un minimum qu ‘il faut trouver.

ks ksds -
On verra que la tension de la corde est —— sna 0% gz o Ou (n°13),

k(d4-c) : ainsila quantité qui doit étre un minimum est & - ¢.J’ y
substitue pour d sa valeur en ' (voyez n® 13) ; je différentie ensuite ,
en falsant varier ¢ et regardant &’ comme constant : egalant la diffé-

2l )

b + ¢ .

. Y ’ , . . .
on en e’ —= . 7 y -

Tentlelle a Zero' P tlre 6 v———‘ E;—— OFI trouve que PO’uI‘ Satls

- faire & cette 'équation » il faut que’ &’ valant un, ¢ §0it ———— et

1,1 955
alors la valeur qui en résulte pour 4, est 0,6751 ; ¢’ ‘est-a—dire que :
la distance du point le plus bas de la chaine i I'horizontale pas-

sant par les deux points de suspension, doit étre erviron le tiers de -
- la distance entre ces deux points. Ce résultat peut avoir des applica- -
tions utiles dans la Mécanique.

SiTun des bouts de la corde étant ﬁxe lautre était roule sur un -
treuil situé & méme hauteur que le point ﬁxe , la puissance appli-

\
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quee 4 la manivelle du txeull serait un minimum , ]orsque le rap— :

port trouvé ci-dessus entre a’ et ' aurait lieu. La pression qu'une.
voute ethbree , abstraction faite du frottement , exerce sur ]es'

impostes , est ———“ : elle est dont aussi un minimum quand le rapport

c1—dessus existe entre la base et la montde.

* Au reste il ne faut pas confondre la pressmn avec la poussee celle-
ci est constante et a pour expression ke ; elle est la méme pour un
arc quelconque de la méme courbe ; elle augmente -dans le rapport
de ¢ quand on passe d'un individu de la méme famille & un autre.
Ainsi ¢ étant le rayon de courbure i la clef, il s ‘ensuit que plus la
volte est aplatie,, plus la poussée -est grande. Cest par la méme
raison que plus une corde approche de T'horizontale, plus sa poussée,
Cest-a-dire Leffort qu’elle fait horizontatement pour rapprocher les
deux points de- suspensi;on-,fe,st considérable. '

33. Berceau pambolzque equlltbre Dans. le n® 31 , le berceau_
parabohque n'était pas équilibré : ici lintrados est une parabole ,
et Vextrados a été calculé d’apres le n° 11, de maniére & faire dé-
croitre V'épaisseur depuls la tlef, afin d’obtenir un berceau équilibré.
Ainsi les formules qui conviennent soni celles du n° 24, abstrac-
tion faite du frottement.

La voute proposee est représentée par la figure 9 En conser<
vant’ tou]ours les mémes notations ) on a-icile rayon de cour-

bure ala clef ou r.._-—p — Ly

k )
Df: s W 2= —2om s tan o!.=—-. bsti p
Vi e gv Sul sntuant ces valeurs

dans les equatmns (21) dun® 24, on aura celles qui conviennent au
berceau proposé. -

M. Bossut ( Dynamique, n° 19, pag 408) suppose que toutes les
forces agissent sur I'intrados , ce qui revient & supposer que l'intrados
est chargé de tous les poids des voussoirs, comme s'ils y étaient
attachés par des fils, et que la volite n’elit aucune épaisseur; on voit
que C’est une erreur : il en a commis une autre.en-faisant, dans la
ﬁgure » croitre Pépaisseur depuis la ‘clef. Au reste cet Auteur.na
jamais fait entrer le frottement dans ses calculs. J’ai donné les

o> €t de plus (voyes len>31),

x
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'moyens d'en tenir compte lorsqu'on aspire & plus d’exactitude. Je'
_naurais pu entrer dans ce détail pour chaque espece de voute, sans
passer les bornes que je me suis prescrites. )
Au reste, il faut toujours se rappeler que le probleme de la
oussée ne comporte que des solutions approchées. Dans I'im-
possibilité d’avoir la vraie valeur de Z, ce qu’il y .a de mieux 2
faire , cest dadapter la limite fixée par les formules que jai
donnees

B4. Poliltes en arc de cloftre. Je ferai usage dans cet article et
dans le suivant, de Thypothese des arcs-boutans, parce que la limite
qu’elle fournit procure une solution assez approchée.

Pour concevoir la vofite dont il sagit, il faut imaginer deux
: deml—cyhndres d’égal diametre , se penétrant l'un lautre, .de
. maniére que leurs axes se rencontrent perpendiculairement , leurs

deux surfaces seront partagees en huit nappes, quatre égales par
-dessus ou en dehors, et quatre egales en dedans : les quatre pre-
mieres forment une volite d’aréte ; les quatre dernieres, la voite
en arc de cloitre. Nous allons examiner les conditions d’ equlllbre
dans la derniére espece.

La figure 26 représente le plan de la votite ; ABB’A’ est le quarré
recouvert par la votite; AOB, BOB/, BOA’, A'OA , sont les pro-
jections des quatre nappes cylmdnques, qui se mamfestent en forme
de pyramlde a la clef dont O est la projection; la premiére et la
troisiéme appartlennent au méme cylindre ; la seconde et-la qua-
trieme font partie de Tautre’ cylindre.

La ﬁgure 27 represente la section faite par un plan vertical élevé
sur la ligne TT" (fig. 26) : on y voit que TP est Pépaisseur des mu-
railles ou pieds—droits, QP Tépaisseur de la voiite; que PQrR,
P'Q'7R/, sont des portions de la voute appartenantes aux nappes
AOB, A’'OB.

Cela posé, voici comment on pe‘ut concevoir lequlhbre de la
volite : chaque nappe est composée de tranches par des plans ver-
ticaux perpendiculaires & P'axe du cylindre ; et chaque voussoir d’'une.
méme tranche a deux faces dans ces plans, et deux autres dlrlgees
a l’axxe° :
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Imaﬂmons quatre pomts Symetuquement places sur les aretes de
la voiite , et dont M, M/, V', N, soient les projections ; a ces quatre
points abOutxssent hult arcs egaux de la volite; ces 8 arcs se contres
balancent mutuellement deux & deux : ainsi (ﬁg 27) les deux arcs
PQ/R, P'Q7R’ se font équilibre , en s'appuyant, d’une part, contre
les pieds-droits, de Vautre , en se poussant par 11nte1mede de la pox-
tion 1ect111gne de volite Rrr R’

11 s'agit d’évaluer Teffet de 'arc PQrR pour fa1re tourner le pled-
-droit autour du pomt G, et de sommer la poussée de tous les arcs
pareils pour avoir Veffet total On suppose que la muraille qui forme
le pied-droit , est liée ‘de maniére i ne former qu'un seul massif ;
car on sait que les poussées des différens arcs étant variables , si le
pied-droit n’était pas d’une seule piéce; il pourrait étre renversé
dans la partie du milieu, sans 'étre dans les angles.

- Soit le rayon intérieur des cylindres=—=3 AB=HP=a, I’épais-
seur PQ de la vofite = %, la hauteur des pieds-droits PD -H,
leur largeur DC=7Z, GG’ la verticale qui passe par le Centre (r'
de gravité de la portmn de volite PQ/rR, RM=w. ‘

1l faudrait pour résoudre le plobleme rlgoureusement chercher ‘
le centre de gravité de I'espace PQrR , ce qui conduit & des résul-
tats compliqués : nous supposerons que ce centre est le méme que
celui de Yarc «€ dont le rayon est a1 k, ce qui est sensiblement
vral ; nous supposerons encore, “pour la facﬂlte de Yintégration ,
que la portion de votite PQrR s appme par le point &, au licu de 7,
dans Pinstant de la chute, ce qui est suﬁisamment e}\act -

En faisant, pour 51mp11ﬁer a1k = HC =r, on trouve d abord

PG = a,-—-r‘/ra—f veeses. (en nommant oLC._s)

. En se rappelant ce que nous avons dit n° 23, on verra que G'g
représentant le poids de V'espace PQrR, la force horizontale, qui
agit en P pour renverser le pied-droit, sera représenide par PG’ :

or on a PQrR=ks et G’g \/r —~x7; la poussee , exprimée
PG’ k
par ——SG,g sera donc——-— ‘/ L, - kr. Cette quantlte étant multiplide
r

par Pp (fig. 26) , épaisseur dune tranche verticale de la nappe 5
donnera la poussée de cette’ tranche; et en lintégrant, on aura la
Poussée de toute la nappe,
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Or on a AP.-PW—a——-x, d’ou Pp = d(AP) = = dx:

L expressxon de la poussée de la tranche elementaue -dont PpmM
aksdx

7—x

est la projection,, dev1e11t done — -t lcrdx maxs on ‘

—rdx
V == ce qui change lexpressmn ci-dessus en celle—cx
r —

-+ krdx dont I’ intégrale est ——+er+0 Cette quantité doit

etre zéro, lorsque s =0 et x==r, ce qui donne ¢ = —&r*: dé plus,

elle doit étre compléte pour toute la demi-nappe, quand s=le quart
3, 6r -
—ié“———r , et x == o. Faisant ces substitutions, on a

ds ==
aLsa’s

de cercle =

pour la poussée horizontale de la demi—nappe;AOB , l’expressioﬁ
3 (3;1416)°akr — kr* , et pour la nappe entiere, 24r (12557a —_T).

Pour avoir le pmds de la volte, ou la résultante de toutes les
forces verticales qul pressent le pied-droit aux différens pomts P,
¢t dont chacune est exprimée par lcs, il faudra intégrer — ksdx :

ona f— lfsd.x' == — ksx -l—flfacds = — ks +f;kmd£ ==
r?——x?

— ks - kr\/P—2*, quantlte i laquelle il 0’y a pas de cons-
tante A ajouter, parce qu'elle devient zéro, quand X¥=r et s=o :
eny faisant x==0, ona pour la demi-nappe, k", et pour la nappe
entiére , 2kr°. Remarquons que la somme des pressions verticales
est le POIdS méme du quart de voite ; ce poids ou ce volume étant
divisé par k, doit donner la surface : cette surface est donc ici 27
c Yest-a~dire le double de l'aire: de. sa. projection AOB, résultat ausst
simple que remarquable. En. egalant le moment de la poussée. ho-
rizontale autour du point C , & ceux du poids du quart de votte et
du pied-droit; pour plus de généralité , jappelle fla densité com~
parée a celle 1 de la votite ; on a/l"équation. d’équilibre_ ,—:

. /

zer (1,255 70— r) = k2 + ik

(m + Z)

En appelant toulours (1 la fractlon qui expmme le. rapport duf
frottement i la pression , la condition qu’il n’y ait pas de glissement -
dans les pieds-droits , sera exprlmee par llnegahte smvante

“2kr(1,23%7a —1) < ®w [21‘”/{ -+ fHZ (20 -+ Z)]
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" lestutile encore de connattre le yolume renfermé sousla votte, ou
compris_entre elle et le quarré (.1e la base.  En appelant s’ 1”a1;c PR
(fig. 27), on voit qu’il»faudra.’a]quter toutes les tranches el(?m’en-
taires qui ont PpmME pour projection horizontale, et le demi-seg-
ment PRM pour projection verticale : or on a PRM = ; as’ —
£ x Va*~x” ; I'épaisseur de la tranche verticale ci-dessus est dx:
on a donc, pour le volume d’une portion de l’espape couVQrt par
la nappe [— 3 as'dx 3+ fxdx \/E"—— at=—3 as:ac -+ I faxds —~
- : ) y 2. =2

@ xf = s S @ e = s
C1g \/a“—xz—é'(a’——m’)%,"vquantité a laquelle il ne faut point
ajouter de constante , parce quelle est nulle d’elle-méme, quand
s =oetx=a: eény faisant x==0, on a &’ pour le volume re-
couvert par la demi-nappe, et par ‘conséquent §a® pour celui-re-
couvert par la volte entiere. - o ; L

" Nous avons vu que la surface de la volte est double de celle de
sa bhase : nous venons de trouver que le volume qu’elle embrasse
- est 24%, Cest-b-dire les 3 du p_arallélipipéde circonscrit : ces pro-
priétés sont les mémes que pour une vobtie hémisphérique, pro-
priété simple et curieuse. = 7

. 35. Poiite d’aréte. Nous avons expliqué dans le probléeme pré-

cédent, la génération de la voute d’aréte en méme temps que celle-
~ de la voute en arc de cloitre : la figure 28 est le plan de la voite
d’aréte ; aa't'b est le quarré qui lui sert de base, ou qui est recou-
vert; AELF est un des quatre piliers égaux qui supportent les
quatre angles de la voite ; la figure 29 est la section faite par un
plan vertical élevé suivant QQ' (fig. 28); la figure 30 est la section.
faite par un plan vertical passant par la diagonale EE’ de'la fig. 28 :
dans ces figures on a ponctué les lignes qui n’ont pas de réalité,
et .qui ne servent quaux démonstrations. E

Voici comment il faut concevoir 'équilibre dans cette volte.

Soient M, M, N’, N, les projections horizontales (fig. 28) de quatre
points syméiriquement placés sur les arétes de la voute ; imaginons
qu'on ait conduit par ces points, pris deux a deux, quatre plans
verticaux et infiniment prés de ceux-ci, quatre autres plans pa-
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ralléles ; ces quatre plans fourniront quatre sections égales i celles
‘de la ﬁgme 29.

Cela posé, voici ce qui arrive au moment ot les pieds-droits sont
Ples & étre renversés. Chacun des quatre arcs dont MM/, M'IV,
M'N, NM sont les projections et dont (fig. 29) RrR’ est le profil,
s'ouvre dans son milieu 7Z & l'intrados; les deux moitiés se contre-
balancent en se buttant 3 I'extrados en Z les extrémités inférieures
de ces demi-arcs pésent de tout leur p01ds en R (fig. 30), sur Paréte

 elliptique qu'on peut se representer comme étant une courbe sohde
cette ellipse se trouve ainsi chargee des poids variables des arcs ZR
qui croissent depuis S jusqu’a I'extrémité @ du grand axe ; la résul-
tante de tous ces poids, pour le quart de volite aVOV’, sera égale
au poids de ce quart de volte, et passera par un point X' de la
diagonale AO. Alors on pourra concevoir (f’ ig. 30) quatre.forces
AY, XX', AXY, XY, dont la prem]ere etla troisieme ont une résul-
tante enrale et d_u‘ectement opposée a celle de la seconde et de la
quatrieme (voy. le n* 25); AX' representera la force quitend &
-renverser le pilier suivant sa diagonale , si XX’ représente le poids
.du quart de votte : il faut donc chercher I'expression de AX. 4

~ Soit (fig. 29) a le rayon du cylindre de I'intrados == . HZ; ; soit
Zz._.lc Vépaisseur de la voute, Ma=x, @y=s, Hy=a--tk=nr

On a RisZ = ks : le poids de Varc qui presse en M (fig. 28) ou

: enR(ﬁg 29 et 30) , sera ks.Hh. Mais on a HM = \/7* —a* (fig. 29),
et (fig. 28) HO =HM, & cause du triangle MO 1soscele .done

Hi = d (OH) = —= xds_
V=
ou tranches ayant pour pro]ecnon MHm et MH’h’m, qui aglssent

k d .
dansla verhcale passantpar M, sera ‘/2 2z Pour avoir la dlstance‘
FP—

donc le p01ds des deux arcs elementalres :

AX’ du centre de gravité cherché , il faut multiplier la somme de
tous les poids ci-dessus par leur distance AM, et diviser le pro- -’
duit par la somme des poids, c’est-a-dire par Ie quart de la votite,

Or on a AM= \/2 (a— 71— x* ) ; la quantité & intégrer est donc*
’”8 faksads -—|— 8 ksxdx Silon falt attention que ds = e _rdz

'/_r“—-x_ , _ \/r —z

et
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. ; .. . - . . 3 ’ R .
_et qu'on intégre par partiés, on trouyera pour 1 intégrale ,

- 2P ksar-8%aks \/ Pt -8 akroc—1 2*krac \/ Pt — 2°kr*s=c.
On détermine la constanie ¢, en obse}vant qu’a la.clef I'intégrale
doit étre nulle, et qualors on a s==0, x==r; on la compléte
en faisant ensuite x =0 , s = 1,5708r, pour qu ‘elle embraSSe toute
laligne OA Par Ia, elle devient :

8k (0,5708. @ — 0,3927.7)..

Divisant cette quantité par le volume du quart de volute (qm
‘s’obtient en retranchant le quart de la volte en arc de cloitre, de
la portion correspondante “du berceau cylindrique), lequel est
1 1416 kr* » OB a, pour la dlstance cherchee s

kS

L, 87 ‘ '
AX = 5 (0,57084 — 0,3927.1),

ou AX’_—I‘,4 41a~o;‘97§9r Quant 3 la force effective, qui pouése
~ horizontalement le pilier suivant X'A (fig. 50), elle est égale au

poids du quart de veute , ,muluPhe par c'est-a-dire , 2

XX’ ’

T 1416k (1341 41a—-—o,9729r)
: a4k

» Ou k(l 61454 ~— 1, 1107r)
Multipliant cetre force par la hauteur AD=H du pilier, on aura
son moment autour du point C. Multipliant le quart de la voute
par V2Z [en appelant Z le coté AL du pilier (fig. 28)], on aura
le moment de Ja pression de la voite sur le pilier. Enfin, multi-
pliant le poids fHZ* du pilier dont la densité est s pér 1\/27, on
aura le moment de ce pilier. Egalant le premier moment 2 l2 somme
des deux autres, on aura, réduction faite, I'équation d’équilibre

f;_Hk (2,28324 =~ 1 5708r) = 2,2852 krL +fHZ3

La condmon qu'il ny ait pas de ghssement dans le pied-droit,
10
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sera exprlmee par linégalité sulvante (= etant le rapport du frot-
{ement 4 la pression) : -

m (1 61454—- 1 1107 r) < = (1, 1416k -I—fHZ ).

‘ On ‘trouve le volume der l’espace recouvexjt par Ta voute d' aréte;
en retranchant le volume de la votite en arc de cloitre, de deux
fois le volume du berceau cylindriqué , et lon a 3,61654%, en ap-
pelant @ le rayon de lintrados ou du vide du berceau.

Observation. Je place ici, pour la commodité de ceux i qui I'ana~
]yse n’est pas familiére, quelques formules moins exactes , mais
;p]us simples. B '

Soit r = rayen moyen du cylmdre générateur, M= poids d’'une
nappe ou quart de votite, P=poids du quart de tout le massif
des pieds-droits ou murs du pourtour, a4 = rayon de lmtrados H
leur hauteur, et Z leur épaisseur.

- 11 v’y aura pas de renversement dans la volte en arc de c101tre R
si lon 20,23MH <MZ 42 PZ.

1l ny aura pas glissement des p1eds—dr01ts » silon a

o,nzSM < o (M4 P)

On a aire de la volite entiere = 8r°.

Capacité -qu'elle recouvre = £as. ,

Voiite d’aréte. M =7poids du quart de la volte, P ='poids de
I'un des piliers, H sa hauteur, Z le coté de sa base, A le rayon.
du cyhndre d’extrados, a celu1 d’intrados. .

IIn y aura pas de renversement, si Ton a 0,31 MH < M7Z + L PZ .

1l n’y aura pas ghssement si l’on a 0,31 M <= (M+P)

Aire de la volite entiere == 4,5664 A*.

Volume qu’elle recouvre = 3,6165 a°.

7 36, Des Ponts. Les ponts n’étant que des berceanx » tout ce que
nous avons dit jusqu’a présent des seconds, s’applique aux premiers.
Cependant , comme les ponts sout ordmau ement terminés par un
extrados ou pavé sensiblement rectiligne et horizontal, nous exa~’
minérdns ce cas, en supposant I'intrados circulaire. :
Soit donc- (fg 12) un ‘pont dont intrados SM" est un arc de



- DL L’ EQUILIBRE DES VOUTES. b
cercle 5 et Vextrados S'N” une hgne droite. horlzontale En couser_
vant toujours la notation convenue on a icl

S._.z (6~ k) tangot——ib’oc

On déduit aisément de la valeur de 8 cota, que la volte est de la
seconde espece : on le conclurait encore, en observant que l’extrados
embrasse celui qui rendrait la votite equlhbree

- La prmmpale chose & faire , C’est de trouver la valeur de D, cest-
3-dire la distance de la montée au centre d'inertie de la demx—VOute
Pour cela, il faut prendre la différence entre le moment du triangle
OS'N’" et celui du secteur OSM" pms d1v1ser cette d1fference par
Taire S. ,

Soit M'D=H, M”H-—— 2h’ N'H = 2D/, 08 = b, SS’ = k
DC=7Z, b-+k=B, SHe=p=>~sina; on a aire du trlangle
OS'N"= I B* tang 2, dlstance de la montee au centre de grav1te '
- de ce driangle = {'B tangm, moment de ce triangle par rapport a

la montée == ; B® tang «; aire du secteur OSM"—= 1}*a,, distance de son
centre dmertle ala montee = (1 ~—CoSs &) > moment de ce sec-

teur par rapport a la montee =18 (1 —cosa); ce qm donne
Btang & — 2b% (1 — cos )
D — g : 68< ) ,
yL a une attention i fau'e & canse  de I figure du pied-droit ; -
Cest quil faut retrancher le moment du petit triangle M'N"H de
celui du rectangle CDHB, pour avoir le moment du p1ed—dr01t a
Pégard du poiut C. Cela posé, il ne reste plus qu'a substituer les
valeurs de S et ‘de D dans les formules suivantes , dedmtes des
équations (29) ,

S (HA-) g = (D) o ZA(HA-2H)—3f DI (Z—3D)

TRER
v B . . I Wy kN o7 X1 SN e TN 2 Fy)-
sm(ﬂ-;.h '4=S(Z--D)+;fZ, ,(H—x—zk),—zﬂ)ﬁ (Z—3D%,

—D 1y TV
s-’-’—.ﬁ-_—“:_—‘g,, ou sp+ D,<7:(S+fZ(H+zh)-—nfh ).

* 1 faut, observer qu'on a p -+ 2D =DBtanga, 2k =B —5 éps% »
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De plus, P'angle SOM" = « est un arc pris. sur le cercle dont le

1ayon est un ; ensorte que si a==go>, on a a==1 ,5708. S
‘Sile pont était tres-aplati, la premiére des équations ci-dessus

exigerail une modification : il faudrait supposer que Varc sappuie

sur le point M" et sur le point §; alors cette équation deviendrait

=7 +-1fZ (H—{—nh’)—— 2f DK (L — 3.

On V01t que Ie premier membre de lequatlon relative au ghs—-

D
sement dewendraxt SE— 7

Si Ton voulait employer: lhypothese du coin avee frottement 1
faudrait faire usage des equatlons (23), (24), (22), comme on le-
verra-dans larticle suivant, ou les calculs sont plus simples : obser-
vons cependant qu’on peut toujotrs; dans chaque cas- particulier,
trouver le maximum de F et de Z, en cherchant par le titonne-
ment’ les valeurs de e, qui rendent des maximas, les quantités
dont les équations (23 et 24) indiquent les différentielles. Quand les
expressmns analytiques de ces équations sont compliquées, on peut
encore, par quelques substitutions successives, approcher assez pres’
du maximum cherché. , P

37.: Beweau plat. On'appelle berceau pIat celui represente par
la figure 31, dont I'extrados et l'intrados sont deux lignes horizon~
tales, et dont les ]omts concourent en un point commun O : cette
volie differe de toutes les précédentes, en ce que les joints ne sont
point perpendiculaires a Vintrados.

‘Soit OS = a, S8 =k, SA=15, Aa=K, €R'=F, AR'=D,
W =1k, l’angle dun ]omt quelconque avec la vertlcale =d
ACR =o',

On verra aisément qu’on a S ——If(a-—{—- k) tanga __Ic(5+ k),
M= k (a1 %) tang «. Donc, sans le frottement, la poussée M cot .
serait k(a~-3k), et par consequent constante : Ia volte est donc
~ équilibrée. .

En observant que dans I hypothese des arcs—boutans il faut prendre’
A et § pour centres des mouvemens ou points dappul de la demi-
volite , au moment de la rupture, on verra' que les équations’ (zg)
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devwnnent

b (b1 k)H k(b+ k)Z_}__fHZﬁ L
k(za—-}—k) (H+ k)_—k@b-—l—k}(z D’)—l—fHZ"
1b(b+1L), ou k(a+3K) La[k(b-+3k) -+ fHLZ]

Comme les calculs relatifs & cette. volte sont facﬂes, ]e vais
chercher lequatlon dequlhbre dans Yhypothése du coin avec frot-
tement La premiére chose a faire est de chercher le maximum deF:
on'a F=M cot(f-}a)= =k (a3 k) =< tanga cot (8 — a). Diffé-
rentiant et faisant dF =o, on trouve. sin (84 a) cos (84 a) =
sine cose ; équation qul, etant résolue, donne tang ez = sécl —
- tang § = 0,7208 d’ol & =35° 47 c’est-a—dire que « est le com-
plément de 642, oula moitié du complement de 6 (en se rap~
~ pelant que § = 18° 26')."On aurait tiré cette méme consequence de
Véquation- C1—dessus, sans prendre 1a peme de la résoudre. Ayant
trouvé que: le coin de plus’ grande Poussee est de 35° 47 , on en
tire ¥ =0 5xg5k(a+ kY.

- Ayant trouvé F, il faudrait trouver son pomt d’apphcauon le
: plus favorable, par le moyen de l’equatlon (24), mais 'équation

(a) da n° 28, fait voir tout de suite que le pomt cherché- est aux -
' nalssances, pulsqu en ¢e point, k étant égal a zéro, la somme des
" trois momens est zéro,-et- que partout ailleurs elle est négalive;
&ou il suit que C’est le joint des naissances qui procure le maximuns
de Z. Cela posé, on trouve aisément les équations suivantes :

0,5195k (a3 k) (M- )=k (b1 ;f)(z___ 1 fHZ
05195k (a--1k) <@ (kb3 k4 fHL).. ' -

Si g était plus petitque 0,7208, la valeur de ¥ changerait un peu ,
puisqu’alors le coin de plus grande pousséene saurait étre plus grand
que celui formé par la votite entiére : il serait aisé de faire le chan-
gement convenable 4 la’ formule ci-dessus.

- On voit qu'en ayant égard au frottement, la valeur de Z est
. bien plus petite quen le négligeant. On peut regarde1 la: dermere

_ formule: comme approchant -beaucoup plus pres de la vérité que
toutes les autres. :
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Cette - v0ute est tres-propre a faire voir dans quel cas-chacune
des deux hypotheses est preferable -En effet si k est grand ainsi que @
par rapport a b, il est évident qu on ne peut. employer que. l’hypo-
these du coin ; cest lmverse dans le cas cont1a1re.

SECTION v.
Du pzed—drozt d’ gale reszstcmce ‘et du minimum des nmtermux

‘ 58 Pzed—drozt degale résistance. Jusqu ici jai considéré les
pleds—drmta comme des massxfs composés de molécules fortement
adherentes et j’al supposé que ces massifs ne pouvaient que se
rvenverser ou glisser sur leurs bases, sans -pouvoir se rompre; mais
il peut arriver qu un—pwd—drmt tende & se briser suivant une section
horizontale ou par assises , eomme il arriverait % une pitce de bois
implantée verticalement, et qui serait tirée horizontalement par une
 puissance ; avec cette différence quune colonne de pierre se rompt
‘sans ployer. On peut se proposer de donner i la face extéricure du
pied-droit, une figure telle, que la volte et le pied-droit soient en
équilibre , quelle que soit la hauteur du pied-droit, et qu'en méme
temps il résiste ‘4 la rupture avec une force egale dans toutes les -
sections - horlzontales on peut’ appeler ce probleme du nom de
pied—droztd égale résistance. M. Epmus sest occupe de cette question -
dans les Memozrps de Berlin, année 1855 ; mais sa solution est
fausse , parce qu’il n'a pas ew égard ‘4 la pression verticale de la
votite sur le pied-droit. Celle de M. Bossut dans son ouvrage cﬂe,
est aussi imparfaite , comme je le ferai voir plus bas. ¢ ‘
Soit (fig. 32) Aad’A’ la section de la voite .en berceau qui re-
pose sur les plans inclinés Aa, A’a’ des coussinets Aal, A'aT, et
qui fait eﬁ'ort pour les écarter : ie ‘poids de la votite prodmt deux
forces ‘en E, I'une horizontalé ou la poussée T qui tend i renver+
ser.le pled—drmt en le faisant téurner - autour da point ‘N d’uné -
section quelconque NQ, Pautre verticaleS qui sa]()ute au poids du
Pled—-dI'OIt De plus, les molécules dé chaque section horizontale
_NA du pied-droit , tiennent entre elles par une force d’adhérence
dont I'expérience seule peut faire connaitre Uintensité qui est cons-
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tante, et qu'on peut se représenter comme de petits poids ég.aﬁx_é )
distribués uniformément sur la ligne NQ. 11 faut pour Péquilibre ,-

_que le moment de la poussée soit pour chaque: section, égal A la
" somme des momens des trois derniéres forces verticales autour du
point de rupture N. | " S

Soit le poids de la demi-vohite SSTA =S, AQ = u,QN=2z,
AE = D'. (Si la densité de la votite et des pieds-droits n'est pas
la méme, la lettre S sera le produit de Vaire parla densité relative
de la votte. ) o - ‘.

Soit g la force ou le poids qulil faudrait employer pour vaincre
Vadhérence des molécules du pied - droit , distribuées sur une
ligne = 1. I S .

Le momentdela poussée F pour faire tourner l'aire AENQ autour’
du point N'sera uF. ’ T
" Le moment du poids dela volite sera , dans le sens vertical,
S (z—D"). S -

L’aire AENQ == fzdu. La somme des momens des élémens de cet
espace 2 I'égard de Vaxe AD, sera =} fz*du. La distance NG/’ du
%. Lq’ moment -de.
: . Ty - . P ‘ Sz du \ | o
cet- espace 2 légard du point N sera [zdu (z—- SJeda ),, ou
zfzdu — % [z*du. o ' :

" La somme des forces d’adhérence distribudes sur QI , sera
g5 Le moment de la résultante de ces forces d’adhérence sera -

I o2
E‘gZ.

.

centre G d’inertie de cet espace sera .z —

_ Egalant le moment de la poussée 4 la somme des ‘momens des
trois forces verticales, on aura I'équation d’équilibre suivante
WF=8(5—D) + % ga*zfadu—7% f2*du......(a).

Différentiant deux fois de suite cette équation , pour la débarrasser
du signe /', en observant de faire dz constant, on'a

( 2F —2*) dun 4adzdu = 2gdz*.
Faisant du;;_—pdz , oh a a : :

d*u = dpdz.
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_ Substituant, on a la rtransformée‘

(2F — 2 ) dp — 4pza’z = 2gdz,

qlll etant multlphee par le facteur (2|i -—7 ) deVlent intder I
et donne 1 eg 3.]’_) e
: (2‘]5 - 'zi);p — 485[‘_-'5__::;‘_0,-: I C,

| T . ] du
d’ou T'on tire ; en mettant el pour p,

du-= il’g—zf—l;‘-z——,—),——dz. ST
equatlon qul S 1ntegre en partle algebrlquement en parue par loga—
rithmes.
Pour déterminer la constante ¢, il faut remonter & l’equatlon (a),
qui-doit se vérifier pour le pomt E-ou le poids du pied-droit et
la force d’adhérence sont ~nuls; ce qm réduit cette equahon a

d
uF =8 (z—D') , qui donne EZ =2 = Substlmant cette Valeur de
:Z, ainsi que D pour z dans lequatlon (b) s on en t1re a1sement
la valeur de c. ~ '
Quant A la constante ¢ que la seconde mtegranon de lequatlon
(%) introduira, on la déterminera par la condition qu au point E on
doit avoir a la fois u=o0 et z=1Y. On aura ainsi tout ce qu’il faut
pour construire la courbe EC. Enfin, prenant AD de la grandeur
quon veut donner 4 la hauteur du pied-droit , on aura DC = Z.
Si on néglige le frotiement dans lhypothese du coin, on a

: ,I" =S cot «, etla valeur ci-dessus de dewentj = tang a; dol

Ton conclut aisément que la tangente de la c0urbe ‘EC doit, au
pomt E, étre perpendiculaire” sur le joint des naissances. Cela est
:aisé & comprendre En /éﬁ'et le poids du massif est alors mul ; la
courbe EC n’est plus qu'un petit élément rectiligne qui, pour sou-
~tenir la volite formant coin, doit nécdssairement étre perpendicu-
laire aux faces de ce coin. Cest aussi .ce que “fait voir Péquation
uF _-.S (a——D ), quiaupoint & dev1ent . Zz == g:
M. Bossut (o 21, pag. 415) s'est trompe en supposant tacitement
: qu'on



