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PRÉFACE.

M. Bossut, membre de l'Institut national, est l'auteur qui
a traité avec le plus de détail la partie de la Statique, qui a

,

pour objet l'équilibre des voûtes: son Traité se trouve fIa
fin de sa Mécanique, imprimée en 1802. Il est précédé 4'une
introduction qui sert à faire connaître l'objet de la Statique
des voûtes, ainsi que l'historique de cette science. Je trans-
crirai ici cette introduction, afin de Imettre le lectfmr à
même d'apprécier mon travail: je rendrai compte ensuite
des motifs qui m30nt détet-miné à traiter le même sujet, et
des différences qui distinguent JDPn.Ouvragç de to1.1.s ceux
qui }'9nt ,précédé. /

C

« Tout le monde sait que les pierres oU:les voussoirs
)t dont une voûte est composée', forment dêsespècesde'
» pyramides tronquées., qui, eif s'appuyant les unes contre
» les autres par leurs faces latérales et ' inclinées, se' con...~
» trebalancent mutuelI~mefit,etdemeurerit suspendu~s en
» l'air sans le Secours d'aucun 'soutien inférieur; t01.1.tleur
» effort se dirige vers les massifs, ou pieds-droits qui'
»soutÏennent lavoûte, co:mnl~~i elle n3était qu'un seul et
» même corps continu. Les ':voussoirs éprouvent Yaction de
» différentes fOl'ces ,qui proviennent ou de leurs poids, ou
» de pressions extérieures, Ol/.'du frottement, ou de la
» cohésion des :matières, etc. .':Coutes ces forces et les ré...
)t sistances des pieds-droits compo~ent un système qui doit

.» être en équiljb~'e, et de plus, cet état d'équilibœ doit avoir
)} une consistance ferme et durable, -

.1tLes forc~s particulières qui agissent de proche en pro--
a
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" che sur chaque vaussoir peuvent être fart différentes. Par
» exemple, dan!! unevo:ût~ d~mi~circulqire, le vaussairdu
» milieu ou la clef, agitcomilie un coin contre l~ sec and vous-
» soir R draite et là gauche, et tend à lé faire remonter; le se~
») cOlld :vaussoir ~git .Cf,emême contre~le: troi~iènle; celui-ci,

» cOI?-t~ele q~latr~èrq~;aiJ1si,de spit~. Or.:,.à:mesurequ'on
); s'êlqig~~ cl~ la: clef" les .ang1esqu,eJarmeJ1t l~sfa~es Iaté.
» raIes d~s Vpl.l~$air~-aveG l'horizo:q von,t .{Hl diminuant.;
» g'qù, il ré,s-qlte que les pressip:Qs aP${)lues. des voussoirs.
») dQ.i:v,entalle~ ell a,pgIl1eutartt,,' atlQ. qlle le_s effortsrésuI-

»,'~é!J:ls:d~ ces"pressions, ;perp~l?diclllaireIll{mtaux:Jàces; con"
)) tig!l~s qes_v~;)U)5s.Qir;;.,.:sQieQtég,ê\u:xf.de:pr_Qcbe:en;proche,
)? et, s~.f~~sent, mutueUemep.t.é~ru.~lipr~.

~.».. En;géfléraL, queUes que puissentétre la fig~re' d'une

» voûte et la nature des forces qui agissent sur les vous-
»,.'~9J.r~,~,il.dpit,exister entr:e J9'llte$'.ces forces '.une-relation
» tellerqlle, ta4s les.vo:u.ssP!r.s, qui) forment; réellement ,des.

>?'"carpss.éparés, SOi€IltIl\aiIlt~iJ,us en équilibre dans.. tqute
»d l'ét~~du~ 'd~lavo~te;, .59I1S<fltoi elle se déformerait et
»,.. t91,J;Ù;wr~itparpièce~:ens]],it~., .lorsque cet équilibrèpar..
)~.tiyLse~~éti,\b.li, op p9urra cOllsidérer la .volÎteco,mme' un
» cprps:,çoJ).J~n:u."et:U ne' s~agir"pJus que dedeterminer les

». dimensio,nsque les.ipieHsc,droits ,doiventav.oil':'ponr:en
» ~Ql1.teniF! l~ ppussée:,. o.u .','.pQU:r la.porter sans. s'écraser..' ,

» lIne paraît pàS que les anciens architectes frisse~t con-
.» duits -par des principes

.
c~rtains et' géométriques .dans la

}) recherche des moyens qu'ils empl6yaién:t pour assurer la
» solidité de leurs édifices.L'expérience, l'iirlitatiOIl, et une
» mécaniqqe naturelle, l~ur servaient dy guides. Vitruve ~

» qui florÏssaif saus Auguste, .etquia rassemblé dâns son
» m'çh#e~tijre:J{)l.lte$ .le$;,.cQooaissancesqu'iI regarde comme.
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» nécessaires à ceux qui exerèent cet :~l1~t,he i,arleàucu-
» ne ment des secours qu'ils doiveilt emprunter de la mé-
» canique pour connaitre et décompos'er les forces, et pour
» renvüyer ieursefforts 'vètS des appuis capables de les 8üU-
» teriir. n ne dit rien nonplIl.s (lé .f!artâu trait, ou dè la
»coupe des pierres et des bois. Vraisemblablement les an-
» ciens architecteSj occupés d'unertlariière exClusivede tout
~)ce qui regardait la décoration ,externe ,et la distribution
» interne de leurs édifices, àbandonnaient entièrement 'aux:
» 'appareilleurs la partie de l;art, qUI il pour objet la 501i-
» ditéet le détail des moyens cie cons~ruction : en quôi
» ils ont eu malheureusement trQP d'imitateurs parmi les
» modernes. '

» On n'a commencé que très-tard ,à sentir la nécessité de
,» soùmettre le problème de l'équilibre des voûtesaÜx lois
» de la mécanique. Eilî695, la Hire "dans son Traite de
')! mécanique, établit .par la théoriedù coin Ja pr.QP9rtiop
» suivant laquelle on doit fair~ augmenter les poids ~bs9ltls

.» des :voussoirs, depuis la clefjusqu'a,ux iT11:postes,dapsune
» voûte demi .:.circulaire. L1histofien dé' l'Acaéléiniedes
» Sciences rapporte ,. sous l'arinéè- 1,704, que P~feiîtdé-
» termina, suivant les mêmes priri cip es ,'.mâis seuJelllerlt
»pà~-points, la figure que doit .àvoir l'e.xtfÇldos. d'lIne
» voûte dont l'intrados est un. demi-cèrcle, et qu'ii dohna.
) de plus la mesute de la poussée d'une telle Voûte colitre
») les pieds. droits.

'.. "

. . . .
.» .'l'ignore si cette solution a été impriméè.

» Les deux illustres frères:,: Jacques, Bernoulli et Jeart
~» Bernoulli, HuyghéiIi?etLeîbnitz,aylitittésbluj en'I7'9I,
) le pl~oblème de la chdtneUë, lésg~(YmètfeslÎe' tard,èr.ept
.» pas à s'apercevoir que la fi:~uré decëtte -courbe',. retour-
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" née de bas en haut, est celle qu'on doit. donner à une
"» voûte composée de voussoirs infiniment petits et égale-
» ment pesans ,pour que toutes ses parties soient en

"» équilibre. Davicl Gregori fitremarquer le premier cette
"» identit~, dans les .Transactions philos9plâques p'qur l;an-
.» née 17°7; mais sonraiSOf.lile.meIlt, quoiqu'exact, n'avait

) pas; toute. la clarté qu'on pouvaitdesirel'.

».Oil trouve dans l'un des Mémoires posthuinesde Jac-
,; "ques Bernoulli 0

deux solutions directes du problème,
.:» fondées sur deux différentes manières d'envisager l'action
» des voussoirs. La 'première est claire, simple, exacte, et
» conduit facilement à la véritable équatioll' de la courbe
» qui est la chaînette retournée; la seconde a besqin d'une

.» petite correction ,que l'auteur aurait sansdo1Jte fë:titeJui-

"
même, s'il eût" pu revoir son Mémoire, etqueCraIri~r,

) éditel1rde ses œuvres, a indiquée: au moyen dec~tte
» correction, on retrouve égalemellt l'équation. de la

" chaînette.

» Dans lés Mémoires de l'Académie des Sciences pour
») l'année 001712, La.Hire , considérant le problème'ode la

~poussée des voûtes', sous un point de, vue indiqué pal"
»' quelques expériences, en donna ùne solution, qui", par
>Jla simplicité du calcul êtdes résqlt:lt~" fut "aÎl!ie ètacioptée

'-1avidement par la plupart des praticiens, sans s'embarrasser
» si elle était applicable à tous les cas qui peuvent arriver.
) Il suppose que )es voûtes dOI?-tles pieds-droits n'oùt pas
>June épaisseur suffisante pour en soutenir la poussée, se
» fendait vers les reins il,la l1auteur d'envirou45 degl'ésau-

,») dessous des impost~s~: en_conséquence il reg~J?de la ,partie
J1p,supérieure od~]a voûtècomme,un coin qui tend~,écarter .
, »ou à renverser les pie~-droits, et il détermine, par la



.PRÉFACE.,

"

)J théorie du coin 'et du'le'vier, 'Tes dimensions qu'ils doi-

» ve]1tavoir pour résister à'leur'effort. On s'en est tenu
» pendant IQng-tempsuniquement" à cette méthode pour
» les voûtes en ,berceau ; on 'l'a même 'appliquée aux voûtes
» en dÔme; quoiql1e <lesdeux cas ne se ressemblent point,
» et qll'ÏJs conduisent'à. des équations de degrés' différens ,
» comme on leven'a parIa suite.

" Couplet a donné en deux parties un Mémoire sur la
}) poussée des vo.ûtes en berceau; la première, imprimée
» dans le volume de l' Académie pour l'année 1729, traite
» de la poussée des voûtes et. deTépaisseur tde leurs pieds-
» droits, en considérant les voussoirs comme infiniment

" poli~, ou comme po~vànt glisser les uns ~ur les autres,
» sans éprouver .~ùcune rés~stance de la, part du frottement;
» mais commè cette hypothèse n'est pas exactement con-

,» formé à l'expérience, la seconde partie du JY.Iémoire,
»imprimée dans le volume. de, l'Académie pour l'année
')1730 , a "pour ,objet les mêmes quë~tioIls, en s:up-
) posant que' les voussoirs n'ont pas'Iq facultéàe., glis.
» sèr ,mais qu'ils peuvent se soulever êt s'écarter les uns
»- des ~lUires par de petits mouveipens de rotation. ~oute'
» cette théorie. e~t. appliquée. pri}],cipalement', ~U~ voûtes-
» <:ircl;11aires. Coùplet .déter~in~ l~proportion des poids
» . des voussoirs, et la figure 'qu'il faut' donner à l'extrados
» relativement il l'intrados: il n'a d'ailleurs ajouté que très-
"peu de cho~eaux théories deLa Hire efParent ;et aucun
), ,d'eux n'a traité le sujet avec1a généralité et la précision
» nécessaires soit dans la théorie, soit dans la pratique.

, ,
.. . .

(~Le yolume de l'Académie pourTannéeI734., con1ient
), un ~émoire de Bouguer sur les lignes courbes , propres
~) à former les lloûtescn dôme, L'auteur fait "Voir qu'on

IX
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» peut employer pour celà pue infinité de lignes cburbes ,
»)et'en même temps il indiquêlà manière de êhoisirles plus
» avantageuse& Ilsuppbse toujours que les voussoirs ont
») lèurs surfaèesinp.nimeritpolies '; i~ établit, "d'après cette
») hypothèse, l~s conditions del'équilibredans chaque assise
)) hOrizontale,d'une voûte epdôme. On voit que ce pro~
») blème a de l'analogie avec celrii de lachaînette retournée
)) pour Jes voûtes en b~rceau. Boriguer n'a dailleurs donné
)) aucune méthode\pour" déterminer la poussée des voÛ:tes
;) en dôme:; i). n'a point "examiné la loi des forces qui doi-
~ venf agir sUr lesvpussoirs 1<?Î'sque la cO~rbe - gériéràtricê
») est 'a~ùjétie à des <;on~iti()ils .données; "matièr"e féconde

» en problèmes cUl~iet;lxetuti~es. ".
-

".

» Tels so~t les ouvrÂges, aU 'JIloins" ceuJ( qui ~'étaiënt
))

Cp~lnl,lS" SUr réqt;tilibre, "des-yo\Îtes, lorsqu 'en 1,77°, qOP1m~
-}) les dates ell font foi, je tJ;'aitai' la question dan~ tçute -s~
» généralité, tant pour les. voûtes en berceau quepourle~
)) v()ûte~ <in dôme.J'examinài to~t ce qui regarde III figure
» etJa poussée de ces deux e,spèces de vOlÎtes, dans deux.

~ wéIIlQires iÎnprimé~ parm\ çe,ux de l'Àcadémie des Scien-
» ces de Paris, pour"les cfunées.1774 et 1776. Ce travail fut
J? entrepri~à l'occêlsiondq dôme. de "l'église de Sainte-Gene-
)) viève.( aujourCi'4uilepallthéonfrançais}çommencée par
j) le célèbre archite.cte SOldlQt.~ et achevée sur ses dessins.
») J..es,pilie.+~ et les colqnnes qui portent ce dôme ay~nt été
» r~gar<lés.p,ar qnelq1,lesçr~tiques, peu' versés da~ Ja mé-
» cé\nique, .col11mewspfIisi,lps pqU}?en S01.-1.tenirlap9ll,ssée,
)) je fus epgagé à cherc:b.er 'layraie formule gén,érale, alors
» inconnue, pour déternlinel' ~a."poussée des voûtes en'
»dôme, :c"omme la Hire 'a déterminé celle des voûtes en
}) berceau. I1applicatiQnqtie je:6.s de ma foi~ule au; sl!jet
,; en question J prouve que les Eilie-rsàv-aienf trne' épaisseur
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>i suffisante pour résistér .au. renv.erse1nènt; aussi l'édifice
» n'a-t"ll, éprquvé. à..cet egard'àûcun.mouvement. Mais par.
)) l'usage vicieux o,ù l'on était alors de creuser le lit des
» pierres 'vers l'intérieur, if est -arrivé que le tas'semèIit,
}) occasionné par la, charge sUpérieure du dÔme, a. fait
» .éclater les pierres vers les paremens, et que presque to~tes
» les colonnes ont épnmvé lés funestes effets de ce tasse-

» mént. Souflot, lui-même, qui en eut une crainte antici-
» pée, entreprit de faire des expériences pour déter-
» miner la résistance dOIlt les. pierres sont capables sans

» s'écraser sol1~ des pressions données. Il mourut en 17,80 ,
)} .avec la:malhenreusecertitude ocylaire', ,que les piliers de.,
» son dôme commencaientà se briser vers les bords~ Sa1l1a-~.. .

.- , .

» chine' à, écraser les pierres a été.dans.]a suite fort perfec-
~ tionnéepar, le cit.Rondelet, quia fa-itÙngrandnombre
» d'èx.périences, sur la résistance des pierres. de différentes
., espèces'etde différentes dimensions: il a déjà publié 'une

» partie; de cetravàildans:son Mémoire historique sur. le
}) Panthéonfrançais (1793).;' illPacontinué avec succès, et

,» on eri doit attendre:les plus grands avant~ges pour la con-
» naissance' de cette branche importante de l'architecture.
» J'ajouterai ,iêiqu'on a pris en dernie~ lieu des précautions
}) effica~es contre les progrès de l'affâissement dü dôinè'dll
}) :panthéon français.

,':

.'

}) Le tome, 7 des ouvrages présentés.à l'Acadétnie :des
)} Sciences, contient; sousla.date;del'a:nnée 1773 ,.Un ,}Jeau
,}) Mém'Oiredu cit. ,Colllomh,aujÇ)'ucrh'Ùlimembre dè::!'!ns-
~ titut national, sur quelques problèmes relatifs il l'archi-

»tecture.Parmi ces problèmes se trouve celui de l'éq11ilibre
» des voûtes en berceau< ,quèJ'auteuratraité 'par une mé,.
» ,thode dirigée vers l'utilité"pratique. .

ERÉFACE.
.
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» El'iI785 , le cit. Mascheroni fit imprimer à Bergam~un
»ouvrage intitulé: Nuove Riëherche spll' ;equilibÔo delle
» ,.1Jolte, dans lequel il y a, des propositions curieuses sur
) l'équilibre des v.oûtes'., pdncipalement sur l'équilibre des
» voûtes en dôme, àbâses,circulairés, elliptiques. et poly-
)}.gonales. L'aute!-lr reconnaît lui-même que mes detlxMé-
» moires ne 1uiont pas été inutiles. . ,

» . Un grand uombrede
.
nouvelles réflexions théoriques

» et expérimentales que. j'ai faites, depuis, '.mesprenii~rs
» essais, sur toute cettèmatière , ?l'ont~étermiiié à la re-
» prendre et àlatrqiteravec t(m~e l'étendue nécessairepour
» rendre mes :recherches utiles auxméêariiciens-géomètres.
» J'ai d'ailleurs toùjours~uivi mes anciens principes :j'aurai

.

» donc pu donner mes ~dd:ttiànsen'fol"me de supplément à
» mes deux Mémoires ;fuais cel~ àÜraitdemand~unefoule
» de citatio~s' et de renvois, incompaÜbles avec làinéthode
» et Iacla~té;

.

qtli ne.' peuvent' avoir Ïieu, Idrsque,cl1ilQue
Y>chose ri'estpas àsa véri{ableplace.'~'aï.préféré de rèfondre
}; entièrement mes deux Mémoires, et 4'yincorporer~les
» additions" de telle manièreql1e le tout formemaintenap.t
» 'un ouvra~e comme nouveau, .

» Je cop.sidéreraiséparément l'équilibre des voûtes en
}J berceau; et celui des voùtes en dôme. }}

Après avoir fait connaître le travail de M. Bossut, il. me
resteraitàdoimer un ptécis du ,mien. Urtco:up d'œilsur,:ma
table sommaire suffit pour donner une idée èl.uplan que j'ai
adopté et. des matières qpej'ai traitées, .Je JÙlj011.ter:aique
quelques réflexions.

. .

" Dans'Ie pr~mier chapitre, j'expo$~Jesprincipés de l'équi-

libre entre les voussoirs a~~Ilevoûte en berCeau ,en sup:'
posant ces voussoirs soumis à..deux éspèces de. forces ef. de .

plan
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plan sansfrottement. lia solution' dê ce problème général que' ,

j'ai donné~ dans le n° 4 est entièrement noùvelle : elle est
simple et conduit à une' équation différentielle qui dâI1~
les applications se prête à des intégrations faciles. J'ai consi2
déré le sujet so:uslesdifférens points devue'qu'il'présente,
et j'ai awliquémes formules au; courbes .1e.splus usitées,
ainsi qu'à' d'autres qui pourraient être employée.s avantageu,:,
sement.

Danslechapitre.2 ,j'ai traité de Iapoussée des'voûteseri
berceàu, problème qui ne sau~ait être résolu rigoureuse-
ment, à, cause desl donn'ées physiques qu'il faut 'considérer:
Après avoir rapporté les hypothèses connues, j'âi, fait voir
l'inex~ctitude decèlles dê Là Hire; à cause' de l'iricertifudê'
du joint de rupture .dont la position varie 'suivant la 'figure
de la voûte. J'ai prouvéqu'on ne pouvait se dispenser de
faire entrer dans le càlculles effets du frottement, et il en
est TésuIté une théorie entièrement nouvelle, ~ia l'avan-
tage de bannir l'arbjh'aire dans ~a détermination du jôï.ntde
ruptùre. C'est aux géomètres A juger le mérite de cette
partie de mon travail, 'qu~meparaît la plus importante.

. . . . .

Dans les chapitres 3 'et 4, 'j'ai traité; pour'les 'd6mes 'â,
bases circulaires , leg mêmes questions que j'avais examinéea
dans les dèuxpremiers chapitres à l'égard des 'Toûtes en
berceau. J'ai fait remarquer une singularité assez frappante;
savoir, que la surface d'extrados doit se terminer à la clef
'par une .flèche ou pyramide qui s'étend à l'infini, à moins
que le rayon de courbure de 'l'intrados à la clef ne soit
infini.

,~
Dans le chapitre 5 , j'ai traité des dÔmesà base régulière

et polygonale, ainsi que de ceux dont les joints n'étant pas
normaux, concourent en un mê11lepoint.

~
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Enfin> j'ai terminé mon Ouvràge par une appéndice sÙr

les., anses de. panier, ~5:pècesde courbes usitées dans la
éonstruction; -desp1:mts.. .Je ne. connai$allf.un traité sur
~tte matière, qui ;cepen~autpI:eS'ente9:e l?intérêt.'

J"ai 'e)(aminé p}uslèrlrS';quèstlonS' que- riYaPbint traitées
M. Bossnt;fai osér-e.lever q~e}ques inéKëtctih~de$'.qu~.ont
ééhappe j c~savanf:géE}n:iètre.Mon estime pour son nom
et mon respect pour son grand âge, ont dû céder aux
de.vQirs impérieux q;u8r;comma:ndentl'.intérêt de la scie~nceet
l~amQur de; la' vérité"J'ai' d'aillepr.s pensé qne Vimportance
.~ sujet, aussihien.que rinNl'êtdes: architectes et .ingé~ie!lrs,
~xige"ï.en;t qu~ la.. matière;. :fût plus .développée , 'c.e.;q'Ui .m'a
l3;,ét,erimi~ à l"ét.endre dam uri Cadre., eruvirôn q~trefoisplus
grand. .lefle1)l~étends.pascep~dant avoir épuisé u~emaë
#èr<::quiest. très...fécand,e; mais, ce quej'~n ai dit.pell~suffire
aux' archite,c.t~s.~gé.om€tres,pour: les. gùider da\Ilstous. les cas
quipeuvent.s~ présenter 0;C'est pour eux uniquement que :r:l1on
livre est destiné, .parce que le,s bonnes; rnéthoilesCl~ ,cpus-
truc#on :t {ondées sur des ~héories rigoureuses, ) nepeuve~t
deyenir Qoutmunes qu'a,près ayoirétéadoptée& par }es:Îngé-
Jlienrs instruits: je ni!estimerai heureux si mon travail a pu
nlêriter leur suffra-ge.

.

. . "'. . .-

Déjà p1usi~uJrs savansgéomètres, lVIM. DepRoni, Lacroix,
Fu.issaIil,t" ete.,. ont.hi:en V'(i)wus?expliqtler avaDït;.lgelil.sement
su~ ma. StatiqRedes. Voûte&: on me- perm\ettmi de;r.appor.ter
id1aJettI:eécrite à ce;suj:etpaI':M~Depro'JilY à\M.:H.oudouard..
:Le; sufftag,e h<ï>uoI:a,ble:qu'~UtHeFlfeJi'me me' fait. e&pérerque
mes efforts n'auront pas été tout-à-fait inutiles au progrès
~e; la, science.



'Paris, le 15 jo1nvier 18::9-

L'! nspecteur général J Directeur de l'École impériale des P ont$
et Chaussées) membre del'In$titut i1ës sëiences J lettl'eset arts de
France Jet de la Légion d'honneur, à M. Houdouard, membre dù
Corps légi.slatifJ Ins"nieuJ!:cn-.chèf,des ~PofÛset Chaussées.

Je <vau$r~mercî~ J
MQjz~ieur' -ercher.lJanzarade ;cle.tà ~Ommuni..

cation que vous avez hien voulu me donner du Traité manuscrit de
l'équilibre des voûtes J. .tk.1J.{., !!erf1;1'd:tj'ai parcouru J avec grand
plaisir J cet oUIJragependant le peu de momens que me laissent me$ .
IJccupations multlp/iies J,et Ïf!,p(!ns.e .qu,e_l.es l~gé,!ieursqui .Qntilu
goat po~r.les hetles)tlf4es,J:il~i(!17:/y~){el.! [fpplicah.l~s à lapT:~~~quffJté

leur :art J .le liront avec beaucoup d:intérét. Cei i7Jté~~t;J:,444. f()U..
prage J est singulièrement augmentt{par-,~eluiqu'i-fJ,spire l'Auteur J,à

'lui je vous;prie tkdirf?,,:.en lui fa'4.anC,.de ~ma part~ millecor?zpU"
inens ? '�uéj~ répandrai trJs..prackàmemèlù â,(]a leltrefj1iilm~p;'fait .
l'amitié diriri/lcfire:

,j
','

.
'::;' L <:;; C' ';

,

"
: ~ . . ..

. . :.. ~;:..~ ;::~:; ~

Agréez, Monsieur et cher Ca.m~ra.4~;]'aS$Ul'anêe' de, ,11~:ptNlâije
~8time et de mon,'$iTi..cère::attac"hc1/Jeu,k::rèc.

c-,-; ,

:.(.,

. ~',.-. DE PRONY.
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THÉ~ORIE-
-DE

L'ÉQUILIBRE DES VûtJTES.

CHAPITRE ,PREMIER.

,DE L'ÉQUILIBRE ENTRE LES VOUSSOIRS D'UN~ VOÛTE
EN BERCEAU. -

SECTION PREMIÈRE.

Problème général. - ,

,
-ET ANT donné l'intrados, trouver l'extrados, et réciproquement:
ou bien, étant donné l'intrados, trouver la loi des forces, et réci-
proquement.

1. On sait qu'on appelle voate UIJe surface courbe en pierres,
qui recouvre une base de fi~re quelconque. Si cette surface est
engendrée par le mouvement d'que ligne courbe parallèlement à
elle~même , la voûte est dite en b.erceau,.Si la voûte est engendrée

1
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par la révolution d'une courhe tournant autour d'un axe vertical,
elle prend le nom de dôme à base ~.~rculail'e...~tp. ,

Les pierres dont est eon'lpos:<fela :Vàûté sontd~s espèces de coins
.ou de pyramides tronqtté-es~ app'l'iquées'le's'un.ëS contre les autres;
on les nomme voussoirs

"

et les, faces par lesquelles ils se touchent
s'appe.ll:n,t joints. Les joi~ts d?iyez:t, tant.pohr.la ~race que po.ur.
]a solIdIte de la constructIOn., etre perpendIculaIres a la surface Ill-:

tériepre de la voûte, qu'on appelle intrados; la surface. extér~eJlre
estnomm~eex[,rados,;" . . '

O~ sent:qu€ cba-qu-e voussJk tait ~n effort pÔui' éC~frtêr éeuxqû'i
le touchent: cet effort èst variahle pour chacun, et dépend d~ sa
position. La voûte la plus parfaite ser~it celle 9ù l~s,emH.ts,des
différens vousstiirs seraienf tellemenf comhinés, qu'en les

.
s~ppo--

sant polis et sans frott~ment, tous ces efforts se détruiraient mu-
tuellement; car aI01'scil Y'aurait. équilihreentre les diverses parties
de la voûte: il'ne rest'erair pllls' <Ih'à d6iuler âu:x:n1urs ou pieds-
droits qui supportent la voûte, l'épaisseur su.ffisante pour -résister
à !a, poussée , c'est-à-dire à l'effort de la voûte pour renv~'rserJ~~

'

piéds":ùroits.
.'

.

C'est dans ce prohlème généralqué' èôusiste la théorie de l'équi- .
lihre des voûtes. Il est rare /que les Architectes se confonnent
aux principes. de la Statique', et si-Fon' ne' voit p~[Stqütës les voûtes
s'écrouler après qu'on a enlevé le Cintre, c'est uniquement le frot":
tement et la liaison du mortier qui ,préviennent cet accident.

Nous examinerons d'abord- lèS' co:ridltÎcihs de i'équilihre' entée
les voussoirs des vOûtes en herceau: nous déterminerons ensuite
la poussée et l'épaissem" <les pieds.<1.'rôits;~ puis nous' passerons
aux vO'lltes en dôme, en SÙIvariTle même ordre que pour celles
ei1herc~au.. ,

Les, voussoirs peuvent être, sollicîtés'l}:ar' dh forcés de' différente's
e&pèçés: nous examinerons Ce pro.blème: généi-aldàns 'un auire.
article. Pour aller du simple au composé, nous commencerons pâr

"

le cas le plus ordinaire, cel~i où les :voussoirs' ne sont soumis
ql!'à.l'actiol1 de leurpropre:'poids.

. .' ,

2. .Solution pour le cas où les voussoirs ne SiJlZ{$()u';;is.qllàl' qèiiOn
;,

. de la pesanteur. EE.F'E', EFMN ,E'F'M'N", (fig: i) sont trois coins:

"
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'épesans, sans frottement; les deux derniers reposeht' sur lescde:;u~
, plans inclinés, et symétriquement ~laéés MN, M'N', et le premier
'repose entre les deux au,tres : on demande l"équatioil d'équilibre
entre ces trois coins. .'

Soit 2M te poids du coinEF,F'W, N celui de chacun des deux
autres; jO'l'angle aigu NRV formé par le joint NM avec la verti-
cale VR; Cf.,l'angle ,aig,u formé par le joint EF 'avec ,la verticale.
Soit' VT une perpendiculaire élevée sur le milieu de EF, V le

, point Où elleren.contre la v.erticalepassant par le centre de gra-
vité du coin V, et T Jé point où' elie rencontre la montée pro~ .

Jongéebu la verticale passant par la~clef.
- .

Le poids du coin intermédiaire, ou la force2M, peut être sup-
posée appliquée au point T de sa direction, et décomposée en
deux autres égalesTK, TK' : ;demême la force N peut être sup-
-posée agir au point Vde'sadirection, et décomposée en deux:

- autres, l'une VI, perpendiculaire au plan MN et detruite par ce
plan, l'aùtre Vh, directement opposéèà la force T~K. Il fa~dra
donc, pour l'équilibre, qu'on ait TK; :..V h : cherchons l'expression
de ces deux lignes.

Si la force 2M est représentée pàr Tt, et sion m~ne l'horizon-
tilleKg, on verra aisément qu'on a TK tK; Tg:..- M ;'

KTt ' KtT=goG~et; tK;-et; d'où l'on tire TK .M. On
-

, .- SIn et

trouvera de même, que dans Je triangle V CJh,on a (en faisant
,VCJ=N) VCJh=go°"";"E;VVh=goo+et; VhV:=:E-etjd'où l'on

t.
ire' Vh= . NeCOSE

)' L'équation d'équilibre devient .N/OS,;)_.~ ,. SIn. - et ~ .
'

sm :-et, - Sinet

d'où il-est aisé de tirer MtangE =(M+N) tang et .(1).

Si, au lieu de chercher l'équilibre entre trois ~oins, nous eussions
regardé la montée TO comme un plan inébranlable, et cherché

, l'équation d'équilibre entre les deux coins SS'FE, EFMN, retenus
entre les plans S8' et MN, il est évident que nous serions arrivés
à la même équation (1).Cette équation exprime d~)l1cla relation qui
doit toujours exister entre les masses M, N de deux' portions de
voûte SS'FE, EFMN, et lés angles a ef E,quelles' que soient d'ail-
leurs les figures de l'extrados et de l'intrados , du inoins tant que la
voûte n'est soumise qu'à la force de la pesanteur. '
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Comme rien jusqu'ici ne détermine Jagrandeur du coinEFNM;
on peut supposer que J'autre SS'FE demeurant le mêl1.1e, Nde-
vienne N+ÂN, et tang€devienne tangé+Âtang€. Alors l'équa.-:
tion (1) se change en

M (tang €+ Â tang -E)=(M +N + ÂN) tang/'t;

de laquelle retranchant l'équation (I) on tirera

ÂN=M. ~(tangs).oooooo:-oo(2)o
tang,a.

Cette équation (2) exprime la relation entre la masseÂN d'uit
.voussoir quelconque, et l'incrément ou accroissement fini A(ta.ng .);
qui est donné par l'angle. que forment les deux. joints qui terminent
ce voussoir 0 Si la Imatière de la voûte est homogène ~ onpourl'~
prendre pour M et NIes ail'esau lieu des poids. L'équation (2)
peut servir à déterminer par points, soit l'extrados, soit l'intrados,
quand on connaît l'un des deuxo Mais nous exposerons, plus bas
un moyen plus commode, qui consiste, a calculer la longueùr'dà
chaque joint. .

Après avoir considéré une suite de" coins ou voussoirs d'une
grandeurfinie, il faut passer au cas où ces v:oussoirs étant infini...
:inent petits, la 'suite des joints forme une courbe d'intrados et une
ëourhe d'extrados. Soit (fig. 2) MN. mi joint quelconque faisant
avec la verticale unangle€; mn, un autre joint infiniment proche;.
SP - x, PM -j, les coordonnées du point M. En imaginaht un
autre joint fixe EF et désignant par M laInasse' du coin SS'FE;
'par N celle du coin variable EFMN:J et par a l'angle formé par le

joint EF , on aura tang € ~ ~;: l' équation (~) devien~ra.'
.

~ ~J =(M+N)tanguo "-0' o.. .(5): .'
1

-'

ce sera l'équation de l'intrados, enob'servantque N ~st.unefol1c"
tion de x, y, qui doit être donnée ,soit par la position de l'ex";
trados, s'il est connu, soitpartoute~utré condition de la "question.

On peut trouver encore une équation .plus simple pour caracté~
-riser l'état d'équilibre. Si 'le voussoirNest très-petit, ce qù'il faut
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suppom' pour passer du polygOneà la courb~, on, a N --dM et

'tang € = tanget+ d. tanget: faisant ces substitutions dans l'équa-
tion (1), eUe, devient

,

ta: cG== :d. ;:g «.
.'. '.: . . . . . . . .: (4 ),

propriété très-remarquable. Cettè dernière équation étan't écrit~
dM d.tanga ." d 1 M 1 t +1amSl:1\1 = tan€;a: '

et Integree,' onne og = og anget, . og c;

d'où
M

~ = c.'. . . .'. . . .(5).tang"
Cette équation fournit cette autl'e propri~té l'emarquable, savoir,
que l'espace M compris 'e~tre rintrados et l'extrados est toujours-
,quarrable puisqu'il est égal àctangct, et que le rapport de cette
aire à la tangente d~ l'angle correspondant rJ.;est invariable; Ces pro-
priétés nous seront uti~es par la suitè. Nous ferons voir que la

quantité.2L. exprime la poussée ,hori~ohtale de la-demi-vo~te.
- tang'"

" "

.

:Ureste à tl'ouver la longueur d'un joint de lit quelconC{1!e. En
conservant les notations du n° précédent "et nommant de plus
rare SM . ,s, R ,le rayon de courbure MI du point M de l'intra~
dos,' etK la grandeur cherchée du joint MN, on aura l'zl1gle
MIln=d€; Mm=ds=Rd~ (en appelant 1 le rayon des tables);
l'arc NLdécrit du ,point T comme centre ( R + K) d6.

En rema:rquallt que le triangle NnL~st infiniment petit du ,seCond
ordre, on ttôu:vera que la surface' du petit voussoir MNnm est

K,d6(R+~K).'MaiSl'~quatiàn(2)donÏ1edN MdCtange)=, _Mds -:, ,

'

,
,,'

"

. tanga tanga.cos';;

or dNes'taussi l'aire dupètit voussoir MNnm. Égalant les deux
expressi9nsdecette aire, et résolvant l'équation qui en résulte, on

en tire K' - R + 1 )/
,2M

,', + R", ou enmettanl pour, V, 'tang";cos's

cos' € savahmr ~;, et remplaçant pa;)a lettré c laJquantitê cons-

,2.M
I T

-'
"

R.: 'V',. "cds.
. -

tante- t
, ~=- ,+..

'- d +R".
,

. ang <G ,
.', ..,' ry',

On peut dès à présent dét<;rminel' la constante c, en ,obsel'va:dt.

qu'à la clef, èm'a ds=c[y, et qu'en appelant k l'épaisseur 'SS'de '



6 'THÉOPtIE
la voûte en, .ce point, on doit avoir aussi K=k. S.oitdçmcr; ,ce

.qu.e~devient R à la,clef, on trq~yera C
',',

k~ +.~l'k~ ,ei)~Q.n, àura
finalel11ent "

,

K = - R+ V (k~.+ 2rz)~} +R~. . ... . . . .(6). .

Cette équation (6) fournit le nlGyen le plus simpte de cOl1stry.ire
l'extrados quand on connaît l'iQ.traq,os. . ' " "

On peut avoir hesoin de conna1tre .la nàture. C!-eJ'uhe"des'!-eui
courhes d'intrados ou d'ext.rados, quand on èonnaît l'autre: je vais
chercher les relation$qui e~istent entre les coordonnées de l'une
et celles d.e l'autre.' '

,',

,. ~
,1.

5. Relations entre les coordonnées d~ tintrado$. 'et 'çelles de l'e::i.
trados. Soit (6g. 5) SQ= x'.et QN :,f, de!1x, coordonnées rec~
tang111airesde l'extrados. Ayant niené la 'yerticale MlI, on ,aur~
MH =;x - x'; HN :y'-.y; MN ===K; En comparant lé triangle
MNH avec le triangleiQ.finiIIle~,Hp.etitfornJiépartlx" dyj ds quilqi
est s~J?1hlahle, on, trouvera, ai~ément les cl~u:JI:~q1J.iltipps&uivimt~s:
, ',,' Kdx , ;Kdy

,

'

, .

y ~ y = ifS' x - ~ ::::: ifS'

Éliminant K entre ces. deu:x: équations et l'é9uatÎQn,,(9), on
aura ,les deux suivantes:

. .. ., , .

(J' ~y)Çl.l~(.':f~ ;r:')d.#==(:J.... .'. . . . ...:. (7) )

, (Y'~J)~~- ~ R-f-V~~ék~+~rki+i~:,,(8).

Par le moyel1deTéqua~îol1.de l'intrados, j . j(x), on'feradis~
paraître des équations (7) et (8) ,dj, dx, 4s et R., <lip~iquë y:

. onaurà alors deux équations.e,~tre ~'- x',y, d,~sq-geUesélimi:"
. nant x, il viendra l'équationçherchée de TeJi;tradç>s.entre.;p' ef]',
il est évident que le problème sera toujoprsppssible'.' '-' '

Si auçontraire ()n connaît l'extrados et qu'qu:,de:Q1a~d,el'iÎ1trados,
il

.

taud.ra éliminer x' et y' de~ deux équations. ci-dessqs . et. de
y' =f(3f): il viendril uneéq~ationdifféréJ.tiene du second ordre
entre x et y, qu'il faudra intégrer deux fois: on, aura deux cons-
tantes nouvelles c' et eN, outr~ c qu'il faut remettre dans l'équa...
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,ti611 (8) à la:place de'k" + 2r~; On détermhiera ces trois consi~Ùltes,

-
.. ..

-'
.

-"
- ." '

.." - ",:"
~

. -.,

"
"

',"

par'les c6n~itions,. 1°. qu}on àlt x":-:'o, quand )'=0; 2°, qu on ait

:;=6, quand x 0;5°. x=a, qüandj-b. On'voit que le second
problème e,st toujours plus difficile que le~premier ,etpeh11ètôe >

r~mplir certaines conditions ; tandis que le premier est détel'min'é\
c't :algé~r~(lJle: ,

'

"

4. Solution plus gênérale. Dans les 'articles 'prêcéd'ens; ,lesvous~'
sqirs n'ét?i~nt sounHsqu'à ,la seule a~tion'.de leur propre poids.
Lis' formules que nOûs avons trouvées' 'suffisent' pour déterminer
l'intrados par l'extrados, et réciproquement.' ,

:Màis le~ voussoirspeuvcnt être soumis ~~iautres forces que celles
d'è !apesanteur. Nous allons résoudr~ l~ problèn1e général, en sup- '

ppsant lesyoussoirssoumisà deux espèéésde forces', lesùnesnor-
males ,,',le~ autre~ verticales ,c,ttoutes

.

deux 'variables pour chaque \
P?înl de l'intrados. On peut ramener àèe cas tousle~ autres~

'PfeiiÛère solutîôrt~ Quelles que soient la grandeur et la direction
des forces qui agisse~t sur la voûte, on peut ~oujouî's la concevoir
cûmposéé âe,trois coins EFNM, E/F'N-'M', EFE/F' (fig.4Y, dont'
l~ deux premiers' sont' égaux, eVsyrÙ.étrÎquemerit placés. L'équilibre
devra avoir lieu non-"'seulemerlt entté cés trois coins, mais encore
entre les pàrties Ou voussoirs quièomposent chaque. coin: de plus,
r équilibre devra encore subsister ,si on fair varier de grandeur le

'

coin du milieu et les deux adjacens, ou seulement les deux coins
extrêmes par la variation' des plans MN, M'N' le coin EFE'F' res~
tant le même. N ousallons ,eIT!ployer ce dernier prin~ipe" .comine
~Umtplt:s ~ih1ple,

.. . : .
.

Soit ~ l'angle formé par hUvei.,ticale avec le joint fixé EF, € ce-
lui que fait la même verticale avec le joint MN variable de position,
P la force normale et variable qui' presse chaque point ,de rintra-
dos; et Q la force verticale et variable de grandeur seuleme'nt qui
agit sûr le même point. Quelles que soient les grandeurs et les di-
rections des forces P et Q qui agissent sur le coin intérmédiaire EF/,
leur résultante, que j'appelle 2M, sera nécessairement verticale et
passera par la clef.

'

Si on élève Sur le milieu de EF, une perpendiculaire qui ren-
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coutre en T, la montée pl~olongée, e~ qu'on qécol11pose~Ja'Jorçè
:il\-!-Tt en deux autres TK,TK','il faudra que ces",deu~'forces
soient détruites par celles qui agissent sur les deux coins sur les...
quels repose celui .du milieu. ',," "', ,

'~'

,
Soit V v la résultante de toutes les; forces qui agissent ju~ le coin

MNFE, 'et V le point où elle est rencontrée par TY: sion.Ja dé...
compose en deux autres, l'une VI perpendiculaire au plan MN ,-
par lequel elle sera détruite, et l'autre VH, il faudra, p~>ur l'éq~i...
libre , qu'on ait VH , TK. ., . ' "

Nous avons vu, article.2, 'qu'on' a TK~ "~ : resteà trouv~~
',' sm et

l'expression de VH. '

,

,
..

Je décompose la force normale P qui, agit sur chaque .point de
l'élément ds de l'arc EM; ~t ,qui est Pds ,'en. deux, rqneJïori-

zoù;ale, qu'on verra êtrePds:ç; ouPdx; l'autre verticale ,qui

sera Pdf La' somm~ des ,premières' qui agissent sur' l'arc fini ME
estfPdx; celle des secondes est/Pdf; ces iritégrales étantéensèes
prises depuis le point E jusqu'au point M. " ,

Quant aux forces Q, leur ré,sult~~te pour l'arc ME serafQds:

, Puisque nous avons représenté i>ar V v la résultante unique d~S'
'trois groupes de 'forces ci7dessus', si, on cOl1struit unparallélo...
gramme sur cette ligne, com~~ diagonale, et dont les cotés .soient
l'un, horizonta.l , , l'autre .verÛçal,onaura ,Vx = jPdx et
Yr=fPd'y+fQds. .

'
"Soit prolongée Vr jusqu'en j" on aura les angles Vif E- a.;

IVf=goo-<.; ifv=go°---';C(.;'fvr=u; on trouvera fv=~;,

'

, . casa. ,

if
YIcos = d

,
' l' ' 1 .' ,

,

rf= tang".rv;, -'. "c .. )-;' ou on conc utalsem , en
,t c

sm =-.et . , ",.
'

VlI ..:...
COS"(fPdy +.fQds+ t~mg etfPdx)+ fPd5 .', .M .'

SIn (e. :-,-ct) , cos et , sm et .

'Telle est l'équation d'équilibr~qui, par de simplestransforIrul/-
fions, se met d'abord sous la forme suivante: '

M
'

' '

$in"
(cos~t~ng€ -sin et):;::::fPd.r+ fQds+,tal1~ifPcfx.

Pour
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potlr faire disparaître le' signe f,et

.éviter l'indétermination' du

point E, d'où se comptent les intégrales, il faut différentier.deux
fois de suite l'équation ci-dessus, en se rappelant que M et ex.sont

.
," dx .

constans. Mettant ensuite pour 1ang é: Sa valeur -d ,. on arnve
" 1

'. ~ l'équationd (- Pd~ )+ d (,.-

(~~ )
.

)
, +Pdx-o, à laquelle

, dyd(dy}' d
dy .

on dcmne la forme suiva~te, pluscom;mode, en y introduisant le,
. dS3

rayon de courbure R ,. ,

(dx' ).'
"

dy'd dy

d(PR Z) + d(Q~t) +P,dx= o .(g).
. .

Pour faire usage de l'équation (g), il faudra y substituer pour P
et Q leurs valeurs données par .la, n:.\ture de la quéstion, et pour R
une des valeurs suivantes, ~ue l'on choisira de manière à avoir
,. ,. . '.," dS3, dS3

hntegratlOn la plus sImple, sav01r,.R=-- d -d2 ;' R= -' d. ;
.

. .' - x JI '. .

( ~ )-dx .d .

d--. ' 'x

- ds3 .
R - ds~. ...:-.dxds - dyds . , ,.

R -
Cd ) '" - d d. , R- d. ~

" d'", Su,lvantqu on a
da d ~' ~x. -"Jx .
~. dy -..'

fait constant d~, ou d.r, ,ou Ils.

\ ,.-

, 5. On trouverait une autre solution, en suivant une autre 'marche.'

On pourrait chercher, l'équation d'équilibre, en considérant .le
voussoir du milieu comme étant d'une grandeur finie ,mais variable
et terminé par les coordonnées x et y, et regardant les voussoirs

~ voisins comme infiniment petits , ex. serait variable et)l'on aU:rait
€=ot.+dor.; Vx=Pdx; Vr-Pd.r+Qds. Les forces jPdxse,dé-,
truiraient pour les deux moitiés du voussoir du Inilieu; l'on aurait
Tt = 2fP4J + 2fQds: en, se conduisant comnle dans la première
'solution, faisant attention que cos dot.= 1; sindct= dot., .et reje-
tant les différentielles des ordres supérieurs, on trouve l'équation
iuivante : .

'

tl (PR ~:) + d (QR d~;!) = P& + Qds. .
"
..-ô . . . (10)'-

.
2
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.
Cette' ~ql1~tionest plus composée qùe l'équation (g), .Ba:ns~trê"

plus générale : elle donne les mêmes :intégrales dans les appli- -
.

cations.
.

.' '-

6:
.
Troisièmè solution. En co~sidérant la courbe cherchée comme:

un polygone d'une infinité decôtéh on' en prend trois co~sécdtifs~
ab, bc, cd ( fig. 5 et 6) , et supposant les Jorces appliquées aux
an,gles, on dé'composera celles qui sont appliquées àun n~ême
angle J chacune en deux autres dirigées suivant les deux côtes de,
cet angle: alors la conditi9n générale de l'équilibre, est que pour
chaque côté intermédiaire, tel qùebè (fig. 5), la somme des forces
qui agissent de b vers c soit égale à lasommè de cellesqu~ ~gissel1t
de c vers b.

. ,

Cela est fonM sur ce qu'en supp()sant trois voussoirs quelconq~es
renfermes entre deux plans imnI01iles~ils" doivent encofeêtreen
équilibre par l'effet des force~ qui leur sOnt appliquées,' ,

.
,

Ici les forces :r appliquées a?x angles b et c part~gent ces
ânglesen deux parties égales,- et les forces Q sont parallèles' à
l'axe des x. La force normalé qui agit au point b sur tous les points
de l'élément ds, est Pds: la force verticale est Qds. Ces forces se"';
ron t, pour le point c, ds (P+ dP) et ds (Q + dQ), en supposant ds'
constant. -

Nommons Sq=x; qa" :y; ab=as; lf: Pds. Décomposons la
force lifen deux autres, suivant le~ côtés du' polygone. L'angl(':de
contingence abc formé par les 'cbtés dt/; polygOl1e ser~ exprim~

, par; en appelant R le rayon de courbl,1re. Doncl'a~gle dec~n~
. -

h'
ds .

tmgence cz sera. R + dIt'
.'

Gela posé, en se rappelant que la résult:mte etle(deux com-
posantes sqnt représentées en grandeur, chacune par Je sinus de

/- l'angle forme par les directions des deux , autres, on aura sin sbe,
()ùsÎn cihe: sinfhg :: Pds: be; donc eri faisant attention que l'ângl~

f~g est droit, on a :~: 1 :: ,Pds : be~ PR.Par unedécomposi-

tion .et un raisonnement semblables pour le point e, on trouvera
CK=(P+dP) (R+dR).

"

.,',

Décnmp'nsonspareillement les forces -Q ou Ok(fig. 6. ) [pour-
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éviter la confusion dans la figu,re (5) len deux" autres dirigées sui-

, vant l~s côtés du po(ygone, Nous aurons sin ibl, ou sinabz, ou
,

b 'k
'

.' kbZ'

, ;
b -.. Qd " b '

. ,ds 'dy
" Qd .b "

QRdy
- sm t : sm ou sm a,. .. s. t, ou R: ds :,: s. t=--;;z;--.

On lrouvera de même pour le point c, ~in meb : ,sin men, 0\1
'sinz'tzJ/, ou sin(bo/'''':' bcz') :': ds(Q+dQ) :co.01':

". (b ' b ')
' .' b

;
i b

'

"
.

b ' ' b '
dy+d~ dx+d'xsm 0/'- cz =~m cy cos, cz;-sm cz cos, cy =d~--~+dR

(parce que le cosinus de hcz' est censé égal au rayon): donc

co= .(Q+dQ)(R ~sd~)(d-,:+d'y) -(Q+dQ)(dx+~x).

Substituantdans l'équation d'équilibrebe+bi=ck+cp les va,:"
léurs de ces forces, on a

'

PR+ Q~y =(P+dP)(R+dR)+ CQ+dQ)(R~:R)(dy:d~_(Q+dQ)(dx+dSx)J

équation qui ,n'est autre chosequecelle'"'ci, en rejetant comnlè
il convient les différentielles des ordres supérieurs" '

(
,

(QRdy ) _.-: ' ,,'

,:dPR)+d ~ Qdx~o,~.,.,.",'(II):,

Cette de,rnière équation rcvientau
' même, et donne les mêmeg

~'ésultats que l'équation (g) de laprell}ière solution, quoiqu'elles
se présentent sous des formes différentes. Cette différençe tient à
la manière dont les forces ont été décomposées. L'équation de la
première -solution devra être préférée comme donnant des inté~
gralesplus, commodes, lo1'sqt}eles; forces P seront null,es: 'ce ser~
le contraire quand les forces Q se~ont nulles, et l'équation (II)
sera préférable. '

7. Relation entre, la grandew' du joint et le poids qui presse [Jin"-
tl'ados. Quand on connaît l'intrado~ et qu'on demande l'extrados,
on peut toujours le tracer, COnlnie'nous avons vupar l'éqriation(6)
du n° 2, s'il n'y a que des forces verticales,. et c'est toujours le
moyen le plus simple. Cependant, on peut avoir besoin de connaître -
la loi des forces Q qui agissent sUI'chaque point de l'intrados, les-
quelles sont proportionnelles aux aires des voussoirs, et non pas

/
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aux grandeurs K des joints: il est donc à propos de chercher la
,relation entre K et Q ;'

,
, /,

Dans l'équation (g) du n" 4, :laquantité Q exprime le poids qui
presse chaque point du petit arc dsde l'intrados: le poids qui presse
cet arc est donc Qds; mais ce poids n'est autre chose que celui du
voussoir lui-même, ou de son aire; or l'expression d~ cette aire est

K~ ,

"",' '(n".2) ~R(2R+K): onen conclut

K '

.
2ft (2R+K)=Q ...(12).

Au moyen de cette équation, lorsqu'on connaîtra le rayon I\ de
'Courbure de l'intrados ,pour un\.point quelconque de la courbe,
et l'une des deux quantités K ou Q, on trouvera l'autre.

8. Nous avons déjà dit que l'aire de toute voûte équilibrée est
quarrable.Véquation (g) du UO 4 fournit une expression simple
de cett,e aire. En effet quand les forces P soritnulles, cette équa.:..
tion (g) se réduit à un seul ternie, et intégrant elle devient

. Q~:-:.=C'.. .(a). 'Pour détermi~er la c~nstante C', il faut r~mar..-

querqu'à la clef on a dy=ds;R=1'; Q=q,et que l'équation (12) "

donne q= ~ (2r+k); d'où l'on conclut C'=i k(2r+k). Sribsti.-.
- . ,

d 3

"
tuant ,cette valeur, deC', et pour R sa val~ur S

d
dans l'é--

,

' . -- ' dy".d(dj)

quation Ca), 'elle devient Qds= ik(2r+ k)d:; > et intég~ant on ,a

fQds = aire=M = ik(2r+k)
d
dx. .' ..(15), "

~
"

intégrale qui :n'exige pàs de :nouvelle constante.,
,

L '
, : M

C ' d 1
.

" d . .'

. ,
equabon tangCG= tl'ouvee àns e n" 2, auraIt con ult au :même

resultat; . "
.
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SECTION II.

.Ap~licationspou,. construire l'extrados quand on comzatt l'intrado{.
,

9, L'intrados étant elliptique" trouper l'extrados~
'

,

Soit pour intrados une ellipse surhaussée (fig. 7), et surabaissée
(fig. 8), dont la montée est a, et la demi-hase h; son équation sera,

dans les deux cas, J' = ~ V2 ax- xs': ontrouyera
'

.
l . '~bsR = a4b {aS (2ax-xS)+ hs (a~x)SF; r= Q';

dsS aS" a4
'-

. dyS= 1.- ~ +b2 (a-x)"

Ces valeurs étant substituées dans l'é<{uation

'"

" V "'

ds' ,-
K-R + (ks+2rk) dy"+Rs"
, .

, :Ceront connahreK, et serviront à construire par points l'extrados.
On ôhservera que l'épaisseur K de la voûte vaen augmentant de...
puis la clef jusqu'aux naissances où elle est infinie. A la rigueur, e~
ahstractionfaite du frottement, on voit qu'il ne serait pas possihle
de, mettre le voussoir des naissances en équilihre avec les autres.
Dans, la pratique, le frottement s'oppose au gIissementde ce der-
nier voussoir. '

10. L'intrados étant cÛ'culaire" trouper l'extrados. Il suffit de faire
b = a dans les expressions du n° précédent, et l'on trouvera

V k2+2ak ,

K =- a + a (a - x)S + h

\
'

On tire de cette expression une construction simple .que voici: .
Menez (fig. 5) les horizontales Ss, S's'; etây~décrit un demi~

'

cercle sur Rs' comme diafnètre, portez Ssde s'en N', puis faites.
RN !""-"RN'; le point N appartiendra a la courhe de l'extrados. Oq
répétera la mê~l1e opération pour, chaque voussoir. .
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Si r on VêtIt cOl111altrela nature de la courbe d'extrà~os rapportée
à des .coordonnées rectangulaires x' et)"', comp1e dans le n° 5, on
aura ici pour i f( x) , l'équation)" "'00 V2 ax -x', et en se COll-
duisant comme il est prescrit ~ans le numéro cité ,cn trouyera

l'équation suivante:'
. > p' '

~ (
, )~''. - a. {! - x - ( -.-: 0' )

'" '
y - ( ')~ k~ 'ok' a x.

a-x ,- -2a >

Il faut remarquer ici, comme dans le n° précédent, qùe.la gt~àti..
âeu~ K des joints va sans cesse en augmentant depuis la clef,ceccq1.li
e~plique pourquoi les berceaux cylindriques d'épaisséur égaie se
rompent ordinairement vers les reins. On -doit en conclure que
dans la' construction on ne doit pas négliger de fortiflerces ber-
ceaux depuis le voussoir; de 450 environjus<{u'aux nai.ssances.

II - L'intrados étant paraholique ~ construire l'ext:ados;

Soit l'intrados une parabole dont l'équation esty' 0

o' px: on aura
. . 3

ds' - 4>" + P'. R - (4Y' + p' )2

dy' - p'
, - - 2P' .

Substituant ceS valeurs dans l'équation (6) ,etfaisant attention qu'on
a ici r= î p, on trouvera '

. 3 l ,

K = ; C4X+!)S +
C4x-tp)S'{4k (k + p)+ (4x + p)"}i.

.

~. ~. '

Remarquons que, dans le cas présent, K va en diminuant sans
cesse depuis la clef jusqu'aux impostes, tandisque'è'~stlecon-
traire lorsque rin,trados est un demi..,.cercle.'

, .

Si nous avions cherché la, relation entre x et y' , nous serions
arrivés,à nne équation très-compliquée du quatrième degré. La
figure 9 représente la voûte dont nous 'Venonsde trouver l'extrados.

.
M., -Bossut (Dynamique ~ Êquilibre desJToutes) , a donné à sa

figure analogne plus d'épaisseur aux naissances qu'à la def, tançlis
que ce devrait être le contraire. V~rchitecte du Panthéon fr~nçais
a commis la même erreur.
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-12. Voyons-maintenant commentle5~quations (9:et 11) sel'Vent

à troliver la loi des forces 0\1 la loi des poids des -voussoirs, quand-
on connait la nature de l'intrados. .'

Supposons, par exemple, que les voussoirs ne soient soumis
qu'à l'action de leur propre poids.. Je fais P ;:= 0 dans l'équation

'Cg), et ifltégl'ant, il vient Q = ~~;>. Pour- détern~iner C ,suppo-

sons qu'à la clefoùds = dy ,on ait -Q':- q, R;:= r , l'équation
. ,

. Q- - qrds' . ql" (dx )cl-:dessus donnera C = qr, et 1 011 aura -- Rdy' = ds d.. dy . ;

équation qui donnera la grand~urde la force Qqui soVicite chaque

point de l'intrados, en y mettant po~r~s d (~;) sa valeur donnée

par l'équation de l'intrados. .

Si', par ~xemple, l'intrados. est une demi-ellipse dont a soit la
,

. 1 d -. b ". .

Q'
.q b"

-
- xn:ontee et b a en11- ase, on trouvera. =

. ./
. .

. -' '..
(b>-y') y b4-b'y"+a'y"

Cette expression fait. voir que les forces Q doivént augmenter de.
puis la clef jusqu'au~ naissances oit elles sont infinies.

Supposons /actuellement les fo.rces Q= 0; l'-équation (II) étant

intégrée donne tout de. sl}iteP ;:: ~ ,et en déterminant C comme

'ci-dessus, on a P: '; (p -et r étant les valeurs' decp et 'R à là

clef): ce résultat fait voir que les forces normales P doivent être
en raison inverse' des rayons de courbure. Dans le €as de l'el!ipse
.

d '. pb6Cl- essus ,on trouve P ~ .~; d'où l'on oonclut que
. , (b4+ay-by)~

--

la pression à la clef est à celle des naissances comme a3 est àb3, et
que dans le cercle ellé doit être constante, résultat 'qui était connu

SECTION .III~

il p PL:rCAT ION. TrouCJer l'intrados quand on ,eonnatt la lo i

des forçesou f extrados.

.
-

15. Le problème de la ~ection précédente est toujours algébrique
et possible, quand même on D,'aurait que l'équation différentielle
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du premier ordre de l'intrados. Il n'en' 'E!stpas de m~mé. du p,ro,;.
blème inverse qui fait l'objet de la pré-sent~ section : sa solution
exige toujours trois intégrations, comme on va le voir dans les

.exemples qui suivent.- -'.
Je vais chercher quelle est' la courbe d'intrad?s quand l'épaisseur

k de la voûte est infiniment petite. Alors on aM = s, et l'équation
1\'1

.

C iang CLdu n"2', en y mettant d
dx

pour tang CI-, devient.
. y ,

Sdy = cdx : c'est là l'équation de la courbe cherchée, qu'il ne s'agit
plus que d'intégrer. . .

On peut la trouver encore très-simplement d'1}.neautre manière;
Supposer que lepoids.M estproportionnelàl'arc'S ,c'est la même
chose que de faire constante la force Q qui presse chaque point de
l'intrados. Si donc on fait :P= 0, Q= 1 dans l'équation ,Cg) du

4
.

~ , ., Ray'
C

. . .

n° ,et qu on mtegre, on aurads' = , qUI, en y mettant pour

R sa valeur
.

<1.«
1 .,. devient ds= C.d (d

cb:) ; et en in tégran t,
d '. a :...:: ) . :r

.. ~ dy . .
on a, comn'le ci-dessus,

.

sdy = cdx. . . . . . . . . .Ca) ,

intégràle qui n'exige pas de nouvelle constante, parce qu'elle

s'anéantit d'elle-même àla cier, où l'on a s = 0; *=0. .

Pour intégrer l'équation Ca), j'y mets V ds' - dx" pour dy, et
. ; 1 sds

'°"
,Il VIentdx = v- , dont 1mtegrale est R + C = ys' +è~, ou

s'+ c'
S = V(x+ c')"'- c'. S~stit~ant cette valeur de S dans l'équation
(a), il vient dy :

\1
cax,.

dont on trouve que l'intégrâle est
(x+c/)"-c' .

'"

y = C" - c log {x + C'- VCx + c')"- c"}. . . . . ..~... . (14).,
'

On détermine les trois constantes, en assujétissant la courbe à
remplir trois conditions. Par exemple , si Je point S doit être la

1

clef, on doit avoir dans ce point ~x = 0 etx =0 ; alors l'équa..
, ~.
~ion en d~et en dJ donne C = C'. Si on veut ensuite que le

~oint
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-point S soit r origine des'Co'o.rd~n~ées, l'équation (14) devr~d~nner
$'=0 et.Y = '(), et -on'en tu'e, C';:::;:;C log C. Par ces subShtutIOl11)3

,

l' équation .c14) .devient ' '

,
, c ,,

1 x+c+Vx'+ 2CX . ( 5)
"y'='clog' =,<cog"

,
' """",1X + c-V ,x2+2CX C ,

., ,

Pour déterminerC, il faudra qu'en appelant a la montée et b
la d~mi-base , l'équation (15) donne y = b quand x= a : par là

.
'. " a+c+Va'+2ac .1 1: d d '

..'
Gelle' devlenl; b=c log .C ; 1 l'aU l'a etermmer

par une espèce' de ,tâtonnement.
.

,

Remarquons que l'équati'On (15) est.eelle d'une chaînette ren~

versée, ,et que rare ,8 est rectifiable, puisqu'on a f = Vx' +- 2CX.
Nous avônssupposé que l~sdeux impostes étaient à la même

hauteur: si cela n'était pas, il suffirait d'imaginer.la c'Ourbepro~
fongée du côté ,de l'imposte lêplusbas. La clef serait toujours le
point le plus élevé de la courbe, mais san axe se rapprocherait
davantage de rimposte le plus 'élevé. La détermination de C serait'
un peu différente, mais n'aurait rien de difficile.
: .A ne considére~que la solidité .de la construction, la chaînette
ést 'Sans contredit la ,courbe que l'on doit préférer 'pour les voûtes
en berceau, puisque si les voussoirs y sont en équilibre, sans le
secours du frottement et du..ciment, 'cet équilibre S'atfermira 'bien
plus par le laps du temps. fi est vrai que, quelle que soit la courbe
de 'l'intrados, 'On peut. trouver, comme no:u.s avons vu ,un ,extrados
qui procure aussi l'équilibre; mais la chaînette a se:ule l'avantage,
comme nous lev.errons, de comporter ùne épaisseur rl.nif'Orme, en
prenant .cette épaisseur m?itié en dehors, moitié en' dedans.

L'architecte non géomètre peut, en fi.~ant contre un mur les
extrémités d'une corde lâche .et flexible, tracer l'épure 'de .la voûte.
Voici les moyens plus exacts què la Géométrie présente. <

a étant tQujours la rnontée et Ii la ,deJ,ui~base, on calculera d'abord
la valeur de la ,constante C.. soit par le tâtOllnernent d'après la
dernière équation, soit au moyen de la série ,suivante

l '2a '2a3,' 26a1; 622a7

ë =b'
,-

5b4 + 45b6 ~ 945b8
5'
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que. l~n ohtient en Itlettant l'équation sous fonne exponentielle ,.
réduisant en série les t~r~es expon~ntiels, et détermina:Qt G par)a.
méthode du retour des suites. . ..'

Ayant trouvé C, on~ét~rm~nera la longueur de' la courbe par-

l'~quation SA = V2ca+ a~' (fig. JO). Boitn le nomhrede$vou~

soirs,
SA sera l'arc de chacun d'eu~. On fera successivement

.

.
. n. -.' . . ,.

- -,-
SA 2SA5SA il l" .' . r:-;--

- s=jj,s;:::=.-;-, s=~,etc.. ans equatlOnx ,:c+ys~+cs,

fi)tJ'on aura les valeurscQrre'spondantes de :r, qui, -étant substi':'
.tuées dans l'équation (15), donneront celles de, y. Enfin, pour
avoir la direction des joints, on calculera lesvaleurs.correspon-: .

dantes de chaque sçms-n()rrnale 'PJ{.()U z par l'équatiol}.

z.= Y
a
dy,= cy.
X' s

, J'ai placé ici une Table qui :a pour .objet d'ép:i~gner presque
tous 1escalc.uls; elle donne les valeurs de .s, /IJ,Y ,g; , ..dans la

supposition dec = 25.Im::igi?0.nsqu'onaÏt traçé surnn cartonl~
chainette représentée par cette Table, en .Çommenç;;1nt-par les va~
leurs de xet de y; il suffira-de prendre une portion .plus ou ,moins
grande de'la courbe, pour avoir l'épure eff petit de la voûte pro'"
posée. .

Qu'on veuille, par exemple, fair{J une voÎtte d<:lUtJa ;I:nontéea
~oitde dix Iilètres, .et lô! demi-base cb de 8, on aura le modèle de-
cette voûte, en cherchant lepoirit de la courbe pourlequeU'ab-
scisse SP mi x est à l'ordonnéefM oUJ dans le rapport de'1Q à 8.

-

On verra. facilement que -cela' a lieu dans la Table, };H'sque
S = ?o, x = 58, ~k, Y -:- 46, ,99, Si.}' on prend don~ au .lieu du
rapport de dix à huit, ,celui très-appr9Dhant~de 58, 81 à..46, 99
pour 'le ra,pport dé la n10~téeà ladem:i":base; l'arc SA- sera par-
tagé en 80 voussoirs égaux ,~t la Tanle presentera les caleri~s .tout

. :faits pourles80. voussoirs: on, pourrà les réduireà,4o ou 20 ou
10..11 est aisé de VOIr commènt il faut se conduire ,dans tous les
autres cas. On pour~a, pour simplifier, multiplier totisles nombres

.
'8" . ' -.'

.

,d~ la Table par :r;-, ou 0,1702, et construIre ensUIte la courbe;
. 9 99,

"alors la demi-base sera 8, et la montée 10,01.



"

DEVÉQUIL:I~RE })E~ VOUTES.t~
. Si 1'01'1veut ayùir le Cqui convient a lachalnett~denlandéé,

il suffit de prendre pour a et h le premier x et Iepl'emiery de
la "Table corrigée, et d'en substituer les valeurs dans l'équation

.

"

~ :...:... ~~
~ etc. do rit le premier terme suffit, à càu~e de la peti":'

te~se' de i~première valeur de x~ On verra qué cela re~ient" à mu}...'

tiplier le C" de la Table "ou 25 par
4~

8 , ce qui don~e 4,255.
"

v) 99 . . , .

" Si on' ne trouvait pas dans la Table un rapport assez approche"
de celui qu'on veut établir entre la montée et sa demi-base:J ~n
pourrait intercaler d'aùtres terl11èSentre ceux de la Table, et ap-
procher dé plus :près du rapport donné; mais cela sera presque
toujours superflu. (17ayez u. 52.)

~ '. /
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"s y x z s y x - Z

1 1,00 0,02 25,00 26 22,73 II,08 21,86
-

2 2,00 0;08 24,97 27 23,42 Il,80 21,68

- 3 0,18 24,94 28 24,<:)9 12,54 21,512,99

4 3,99
'

0,32 24,91 29 .24,76 1,3,29, 2.1,34

5 4,97 0,50 24,86 30 .25,40 14,05 21,17

-
6 5,,95 0,71 24,79 31 26,04 14,83 21 ,00

.7 6,92 0,96 24,7~ 5~ 26,66. 15,.61 20;83
, .

8 .7,87 1,25 24,60 33 27,27 lô,41 20,66
\ -
9 8,82 1,57 24,50 34 27,87 17,21 20,49

10 9,75 ,1,93 24,37 35 28,45 18,02,' 20,)33

Il 10,67 2,31 24,25 3ô 29',03 18,83 20,,1"6

12 Il,58 2,73 24,12 37 2~h59 19,,66 20,°°.
.

. 13 12,47 3,18 23,,98 38 30,14 20,49 1!h83
- -

14 13,36 .3,65 23,8& 39 30,68 21,33 19,67

15 14,,23 4,16 23,72 40 31,22, 22" 17 19',SI,

16 15,°7 .4,68 23,55 41 31,74 20,02 19,36

17 15,9° 5,23 23,38 42 52,26 23,88 19,:20

18 16,72 5,81 23,22 43 32,77 24d4 19,05

19' 17,52 6,40 23,05 44 53,27 25,61 18,.9°
\

20 18,2h 7,01 \22,89 45 33,76 ~A8 18,75

.2.1 19,08 7,65 .22,72 46 54,24 27,36, 18~~1

22 19,84 8,31 22,55 41 34,71 .28,.24 18,46

23 20,59' 8,98 22,38 -48 35,18 29,12 18,32-

24 21,32 9,66 22,21 49 35,64 30,01' 1'8,18

25 22,03 10,36 22,03 50 36'°9 30,9° 18,05

1

:20

Tàble des rapports entre l'arc SM s... l'abscisse SP='X, l'()J;àonnée'
PM = Y...Ja sous-normale PR;:=. z... pour la chaînette ordinaire
dont C= 25. ,"

"

THÉORIE
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s y x z. y x z

- -
.51 56~53 51 ~80 17,91 76 45,77 55) 01 15,06

52 56,97 ~b~7° J7~77 77 46,08 55,96 1'4,96

53 57,40 33,60 17,64 78 46, 39 56,9-1 14~87

54 57,82 34~51 17,5.1 79 46,.69 57,86 14 ~77
J

55 38,24 35".{2
. 17,38 80 46,99 58,81 14,68

56 58,65 36,33 17,.25 81 47,2.9 59,77 14,59

57 59,°6 57,24 17,,13 82 47,&8 60,72 14,50
.

58 59,46 58,16 17;01 83 47,87 61,68 14,42
, .

59 59,85 59, 08 16,89 84 48,,16 62,64 14,33

60 40,24 40,,00 16,77
'

85 4~,44 63,,60 14~25'

61 4°,62 40,9'3 16,65. 86 48,73 64,56 14,16

62 4o, 9<9 41 ;85 16,.53 87 49,00 65,52 J4,08

63 41,36 42,78 16,42 88 49,28 66,48 14,00
-

64 41,73 43,71 16"Q'0 8.9 49,55 67,44. 13,92

65 42,°9 44,65 16,19 9° 49,82 68,.41 15,,84:
.

66 42,45 45,58 16,08 91 50,.°9 69 ,$7 15,.'i6

67 42,80 46~51
-

~15'97 92 50,35 7°,34. 13,,68

68 43)5 47,45 15;86 . 95 50,61 'tl,50 . 15,60

69. 43,.49 48,.39 15,76 9.4 50,87 72,27 15,53

7° 43,83 49,.33 i5;~5 95 51, 13 73,24 13,45

71 44,17 50~28 15,:55 '96 51,38, 74,20 13, 38~

72 '44,50 51 ,22 15,A5 97 51,63 75,,17 13)h.

73 44,82 52, 17 15,35 98 51, 88' , 76,14 13,23

74
.

"

.

. 45,,14 53,11 15.,25 99 52).15 77,11 13,16

75 45,46 54,06 15,!6 100 52,37 78,08, 13,,09'

DE L'ÉQUI~IBREDES VOUTES. 21

Suite de la Table.
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,
~--

.s

J
y

1

x

-'

z~ 5' y X z ,
.-''''''-'''.'- - -. -

,,~.~
--

, ~~,'~

"'lOi 52,61 79,65 i3,<h 126 58,00 163,45 il, 51

'ï02 52,'85 80,D2 i!l)95 127 58,20 104,42 il, 46

100 53'°9 81,00 i2,B9 128 ~8,59 ]05,42 ,11,41.

1'04 53,52 81,97 12)b 129 58,58 106,40 i h,36
-
Yo5 55 ;55' ~h'94 12 ,/,5 13'0 58,77 107;38

-- Il, to
"

,
". -'106 53,78 83,91 li,B9 151 58,g6, lo8,É5 iI,25

107 54,01 84,89 '12,62 132 59,15 109,35 11,20
- ,

108 54,24 85,86 12,56 135 59,34 1l0,53 Il,15

log 54;47 86,83 12.,50 154 59,52 III ,51
~-

Il,10

ho :54,b9 87,81 12,45 135 59,71 ll2,28 1i ,06

:54,91 88'78, 12,57 156 59,89 Ù5,28 '
III Il,'01

i 12 '55,13 89,76 12,31 -157 60,°7 - ll4,26 10,96-

ir3 55,55 _90,75 12,25 138 60,25 Il 5 ,25 10,91

iI4 55;56 '91,71 12,19 139 60 ;43 Il 6, 23 ,,10,87

~12,15 '60,6:>1I5 55,77 $2,€8 146 ll7, 22 10;82

116 55,,98 '93, 66 12,07 b~i !60~7'7 118 ;2.0 10,17

Ù7 56,i9 '94,64 12,()l i42 60;95 Il9,18 1°;7~
h8 '56;59 '95,62 Il,95 143 '61; 12 1'20,15 10,'68

Ilg 56,6? '96,59 11,9° 144 tJ1,29 1'21,15 10,64

120 56,86 97,57 1 i /84 145 '61,46 122, 14 10,'59

121 57,00 :98,55 - Il ,78 146 61,63 125,12 10,55

122 57,21 99,53 Il,73 147 61,79 124;11 ,la ,50

123 57,41 100; 51 Il,67 148 61,96 125,1
°

10,46

124 57,61 101,49 Il,62 149 '62,12 126'°9 10,42

125 57,81 102-.47 - 11,57 150 62',29 127,08 "10,'58
l, 1 ..~,
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Suite dê là 'riMe.
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14. Apl~ès. avpir tracé la chainette, il rest~ra à détenn,in~r
lfextradûs: deux partis se présentent: si on le calcule d'après
l'équation (6) du n° 2, l:épai!>seur de la voûte )!a toujours ~II
augmentant depuis-la clef, qüoique peu sensible~l1ent, ainsi 'qu'op.
le verra ci-apr~s; en revanche, la poussée ~era un peu moin~

'-considéml>l~. .

Le second moyen consiste à tracer en dehors et e~ dedans de
Ja chainette ~ à la distal!ce ~k moitié de l'épaisseur, deuxcouJ;'!Jes
parallèles' àlaçhaÎnette. C;es ço~rhes ne sont point' des chah;lettes,
quoiqu'elles aient Ji! mên1e déve~oppé,e qu'elles: elles renlpliss.eQ.!
riêanmoins h condition d;équilibre; car il est aisé de seflth. qu'en
prenant de,sarcs égaux sur lach~Înett~ iI}teqllédiaire, tous les
voussoirs seroIlt égaux ensu,rfac,e, qI}oÎqu.e les tr~p.è~es ;dont il~
sont formés soient de figure différente. Le poids de chaque vous-;-
soir sera donc proportionnel à l'arc de chaînette, et la condition
d'équilibre sera remplie. Il est vrai que la chaînette ne pass~ra
.pas par les centres de gravité des vo~ssojrs, m.aiscela n'e?t ,pa&
nécessaIre pour l'équilibr(:,parc~ .que Jes jointsoI;ltJlP.~ gra,.J.).g.I}!lf
finie.' -

. ,

On .peut remàrquer que les intervalles -4~s joints iront un peu
en ,augmentant depuis la clef ;5ur l'intrados, et en diminuanfsur
J'extrados. Rien n' empêcheraît. de faire les intervalles égaux sur
l:extradQs ,; .mais .alors le poiM «:les vc;>uss()irs irait,unpeueJ;l p.ug-
mentant depuis la clef, ce qui au reste ne nuirait pas à l'éclui-
libre. '

,

Je vais. chercher la grandeur K des joints, par l'équation (6) du

n° 2, pour le cas où l'on voudrait que l'intrados fût une chainette.

0
. . d (x+c)dx

d
cdx l

,
n a ICI S = '; tr ='. . , et. on trouve

Vx' + 2CX V X2 + 2CX

R ='C+'+c)", d'où pour la clef, r=c. Suhstituant ces valeurs dans
c

,

Nquation (6) qui est I~ = - R +V(k'+;~K)dS2 + il:, .ona

-K ~ - .(x+ c)" +
(x+c)

Vk(k+ ':ic)+Ji +c)~.. cc.

, Si on développe en série lé radical -de l'expression de K, et
qu'ensuite On fasse x infinie, on trouve pour K la quantité< finie
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K'=k +
k~ , qui fai~ voir que la ,grandeurK' des joints va en'
2C

"

J

augmentant depuis la clef où, elle e'st k. On voit en même' temps
que, dans 'la pratique ,'lorsque l'intrados est une chaînette; on ne
peut donner une épaIsseur uniforme à la voûte que' dans leèas

où ::' est très-petit, résultat qui n'a pas enCOre été rem~rquê ,du'

moins que je sache,.' "
Ce r,ésuIt;lt peut encore se démo~trer ainsi qu'il suit: La sur-

face du voussoir qui est à l'extrémité infinie de la chaînette est
Kds; la surface de celui qui est à la clef, est (en observant qu'en

, .
- R'

, ,

) hds ( k + ) -0 " dl h A l
, , .

l ' bce pomt = c ,'-

'

, 2C '. r ans a c. amette, . eqUl 1 reQC ,
'

.
''exige que ces deux voussoirs soient égaux en surface; 'en les éga-

lant, ,on tr.ouve,comme 'ci-dessus, K = k + ~., '

,

"
'2C

15. Trouver rintfàdo~ quî a sori extrados ,parallèlè. Il5Uffil pour
i'ésoudre ceproblèmè, d'intégrer l'équation'

K =- R +.V/~~:' + R~,

-e:n consiâérant K. comme une constanteégaleàk. ~our,ce1a:, je
, ,

"
,

,
,cds' '".la mets souS cette form.e k~ + 2Rk = -

d .' Je mets pour R son
" ,ry. àxds

d 1 11 d ' .,.expresslOn- ,d"y". ans' aque e ,', sest ,cons:ant, et J.al

,k~d'y - .2kdxds= cd~~'y j)

.dont l'intégréÙe est

'~k'dJ-:- 2kxds=~ c;;. +c'ds, ou k'4r'+cds'~(2kx+c)dsà'y=o~'

o'n peut dès-à-présent déterminerc', èn observant qu'à la clef, on
d~it avoir.x = 0 et dy = as : cette condition donne :(j'=k' + c.

'Pour intégrer de nouveau,-je mets pour ds ~ sa valeur Vdx'+d.1?;
.

ije fais- ensuite dx = pdf, et rai la transformée
.

' ' + ,'.C'+ '- C
. k '-L ') / ;- - ccp' C ( )

" "
cp 2 XI C \ I+ P _0 , ou .x- ./-~-- k~ """, a
',"

,
2l{ y 1.

+
p~ 2 '

. .

,Je
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Je reprends l'équation dx = pd;- pu df = d; , dont l'illt~grale

est y ==~ + f ~?
Substituant pour x. sa valeur et)ntégrant ,'011

a, toutes réductions faites,

f=-
kp

+
C

k
log(p+VI+ps) ; Cb)

,
21iI+pS 2 ,

équation à laquelle il n'y a pas de constante à ajouter ,pui~qu'elle
donne y= 0 quand p = 0, comme cela doit être à la clef... ,

On' déterminera la constante C, par la condition que l'équation
donne x =:= a qtlàndy =b.

.

On construira 12.courbe ,au moyen des équations (a et b), et son
extrados au moyen de l'équation (6) du n° 2, qui donnera K = k.

. Si on fait k infiniment petit dans les calculs précédens, on retrou-
vera la cha~nette, comme cela doit être. . , '

On peut se convaincre que l'intrados et l'extrados du présent
problème, ne sont autre chose que ,les deux c@urbes parallèles
:menées à la distance î k d\me çhaînette int~nll~diaire,

.

'

16. Soi,t SA la demi";arched'ûÎ1 poritquidoit ~tre chargée d~
terre jusqu'à l'horizontale S'Q: on. dèmande queUe doit être la
courbure de l'intrados SA pour l'équilibre., .

"

,(Fig. II.) Chaque élément Mm~ ou ds est poussé verticalement.
par un poids proportionnel au recta:Q.gle MmqQ supposé homogène~' .

dont, l'expression ,en faisant SS" k, est (x + k)df. La force Q

qui agit sur ~haque point .deMm., est donc ici (x+ k) Z, et l'on

a d'ailleurs P=o. L'équàtion(g) du n° 4'se réduit à d(Q~:r)=o:'
.

"
" QRdy> ,

1Integrant, on a dS2-:::;:: cs: mettant pour Q sa va ,eur et,
- . drds . . ,"c2ds2d?y

P?~t ~ son expressIOn - d2y'
Il vIent (x + k) dx p=- dy~- ;'

d'

' 1"
,c2ds2 .

'

,

ont ~ntegrale ,est ~xS + kx + C'2= 2dyS; faisant attention -qu'à

la clef on doit avoir x = 0; ds= dy, on en co~clut 2C's ---:- CS ~'
et l'équation ci-dessus devient, en' mettant pour ass sa va.leùt'

4
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d. s + -' J" d1 -- ,c:d~ dont on trouve que l'inté grale 1?, 5tx ,~, ~ -
v:ti + 2~i:'

.r + il = lt log (x + k + V.;~t + 2kx). On déte.rl11ine elf, en obser~

vant qu'on doit avoir en même temps x = 0; J' -- <>-; ce qui

donne 0"= 0 logk, d'où il vient,

i == c log x + ~'+V x' + 2~X . . .. . . . . . . . . . . .(v)
k

'

Oü déterri1Înè v en as~ujétissaÎlt 1; tourbe à passerpàt la naissance A;

où x -- a et y = b, ce qui dorine e ~
, \;-=- .

,

,

:,

- "a+k+ !i"+2ak.'
logh

En mettant l'€fquation '(c~ sous cèUe forme

~ y ,,:'k log ~ +k f~~~+2~;;
, ,

et en se .rap..pelant que dans la' Çhail1ette' le rayon de courbt!re
,

7 1'"..
," l,," t"'" - t' """' k '

}
'"

x+k+VX'+2kx'
"est Ii

. orsque equa IOJles y = 'Og ", "k""" -
"

on re-

connaîtra aisément que si on construit la chaînette, représentée
par cette dernière' équàtion, et qu'on multiplie toutes se~ ordon-

fiées y' p~l' lérappott~ ,GD. ~ni~hles ()rdOIüi~es yde la coutbe '

cherchée SA. lW.Bossut s'est occupé du present pro'11éme (D.J'-
namique, Recherches sur têqùil1bre d1')svoùtes, nC 10};:i.l a fait
ûhe ,méprise m:1Iliresté, en' Buppo'SaI1tque la fofc'e Ve1<ttcaIequi
agit sfÙ' ,ëhaqwèlYÔ~n:tde' la ëOUï:b~estx +- k, tàfidi~qü~em~est

rx'+ k) ~~. t'équationqu'Îl a ~J)tenue n'appartient pas, au pro-

:blèmep~sèn.~; elle donne lacourJ;mÙ (Î'une corde' quI portérait
ellch:iGù:n cie ses poiùts un; poids priDpottionIH~l à (x+k). Ohpéut
remarquer en passant comhien n,os équations(g et II )sonLplus
siinpiès èt }'itus tonl'iÏl0tlès pÔür 'l'intêgl'ationquela ' formüle em-
plo'yêe par M. Bossut. . , ,

Pour obteniri'éqmition ~' Ïaque1lè est' arrivé ce géomètre, 11

tà~t intégrèr trois rois l'êqi1~tion d(Q~~~) ..:- ô: on ~d'~JJô~'d

(x +k) dx= - ci:l~il"y.puis ~x' + !ex+ c'-
clis. on trouve.

""
,

try" '. 2 " - 'dy
.
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t! ~ c, et l'on arrive à l'équ4tiQIi 4Y~-V' . C" + k ;:~ '( i~~k .)'
. o;::rf', x" )4Ç 'J,~ -' .?J

équatipn. qui revient au nlêrn.~qqe çeJJe de Bossut.

17' Examinons le cas où l'on aurait Q == 0 etP = f(x): ce C::j,S
aurait lieu, si la voûte d~vait ~tre çh;irg~ed'Q.n fluj,w;:pesant, ou
niême d'un sable très":mobile; parce

/

qu'alors le poids du liquide

~git perpendiculairement à l'extrados, etproportionu,ellèmentà. la
hauteur de la çolonne du fll1ide au...dessus du poin\ pressé.

Faisant Q=o; P =f(x) dans l'équation (II) du n° 6, et Inté-

f)
C

1'1'
.'.

d
dxds

grant, on a Cx = if: mu tIp lantpar x, .et 11HHtant
"':'d'y

pour

R, il vient dx.f(x)=-~Z doptl'int~grale estJdx.f(x)=c'- c;?,

d'où, -enmettant pourds sa valeuf,":putii'e

'dx{(/~fdx.f(x)}
-4r~ ~--{ è'='fdx .fCiW~

La: :h~uteur de la
.
cplonnedlJ 6,uide ~~t i<:i ~+ k -:- J( x ); de

'.
~lus, l'équ.ation doit.donnerx ,'. 0 quand~; 9,ouqual1tldj";::;;:ds"

d'où l'on tire c';:::::c. :Faisan\ 'Ces -6ubstitutÎol1s, la dernière équatiQll
devient

. .,

dy = dX(2C-2kx-xP) ,'. Cd)
V4c~ (~c.-~kx-x~)'"'''''' '-"

qui appartient à 'la courbe appelée élastique , et qui s'intègre par
des arcs de sections coniques., '

Dnpeut remarquer que '~i on ak infi.ni dans l'équatj.on(d), ell,e
devient intégrable, et donne l;I.n cercl~ dont le ~entre est sur la
montée; car alors Je terme -x~ s'.anéantit vis..;à":,,visdutermé
-2k

.
'

Remarquons encore que l'élastique trouvée est la courbe que
prend un linge chargé d'un fluide;' car alors le ,linge remplace
l'intrados, et la pression qui se faisait de dehors en dedans dam;
le cas de la voûte

"

agit ici de dedans ~n dehors.

~

18. Voici un exemple un peu plus composé, et <pli renferll1e
à-la-fois les .deùx précédens. .
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Je suppose que P e't Qsont tous deux des fonctions dé x et de
constantes. Je prends l'équation (II) du n° 6, qui etant intégrée;

devient PR + Q~:Y-fQdx - c. :Mettant'pour R sa,valeur'dx~;

dans l'hypothèse de ds con,siant, et multipliant tout par- d"y, ,il
vient '

.. .

J!dxds + Qdxdy + d"yJQdx = -:- cd"y,
dont l'intégrale est

~dsfPdx + dyIQd:i= - cdy + c'ds.,
~ . . ,..

Mettant pour ds sà valeur, il vient

dy = V
dx (- [,Pd,x+ c')

- .. . .'.. .. .(e).(c+fQdx)~-(c'-fPd:x;)" .

Supposons, pOUl' faire ùne appliéation, que les' voussoirs aient
une épaisseur partout égale, et qu'ils soient chargés d'un fluide dont
la hauteur SS' (fig. II) au-dessus de la clef soitk : nous pourrons
supposer, pour plus 'de simpliÔté, que l'épaisseur des voussoirs en
pierres soit représentée par une ~paisseur g du fluide; g vaûdra
2 ou 3' ou 4, etc., si la denÛté de la pierre est .2 fois., '5 fois,
4.fois celle du fluide. On aura Q ~ g; P = x + k ;JQdx'= g:r;
fPdx = ~x~ + kx. Substituant 'ces valeurs dans l'équation Ce), et
déterminant c' par la condition que l'on ait à':'la-fois x - oet
dx . .

d ,'
d = 0, ce qUI onne c = c, on aura

; ry 1 .

d
.

dX(2c-'2hx-x~) -~= . ,V 4(C+gX)2 -- (2C-2kx-x2 )2
. .

equatiouqui s'intégrera soit par les séries, soit par la recti6catlon
(tes sections coniques, et dont ondétërminera la constant~ c, ainsi
que la nouvelle constante introduite par la dernière intégration,
par les conditions qu'on ait à la clef x= 0, .l~ 0, et aux' nais-
sances x= a, y = b.

.

'"

1g. Intrados qui a une ligne droite pour extrados. Après 'avoir
parcouru quelques exempl~s dans lesquels i1 s'agissait de trouver
pntrados par la connaissance de la loi des forces, je vais en donner
uùdans lequel on connaît, non la loi des forces, màis la courbe
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{l'extrados. Le problème revient au mêm~ dans le fond, mais' il
se présente sous un aspect différent.

",' ',"'",
'

,',

"

, .

pn ve~t faire' un pont ou bercea1fdont l'extràdosquî représenté
le chemin soit une ligne droite ~àrîzontàle, el' dont les voussdirs
occupent tout l'espace compds entre l'extrados et rintrados. On
d$)mande la courbe d'intrados (fig.I2). .

Je prends les équations (7 et 8) dlJ.n° :5, auxquelles il tautjoindre
celle de:l'extrados y' = f(~'), qu'on verra être bf ---: xr +k (si

, popr plus, de généralité on su.ppose que la lign~ droite de l'extrad9s

d~ive faire avec l'horizon un angle dont la tangente- soit b). Je
substitue pour x' sa valeur by- k, dans l'équation (7), de laquelle
ayant tiré celle de .f, je la substitue dans l'équation (8) : je quarre
celle-ci, et j'ai pour l'équation différentielle de la courbe cherchée,
la suivante

.
-

f
,

e
x + k -CY )"ds" + 2Rdsx +k-"'y -:- çds'.

dy+Cdx " '
. dy +Cdx. dy'

Je me bornerai pour l'intégration au cas où la ligne. drdite de
l'extrados doit être horizontale: alors on a b =0, et l'équation
se réduit à (x + If)' ds + 2R

C
x + k) d'y= cds.

/
,

Mettant pour R sa valeur -:- ~x.t ,dans laquelle ds est constant;

l'
el'y 2dx(x+ k) .cd }'.' 11 vIent dy -:- (x+ k)'- c = 0,' ont mtegra e est

,
log d'y -log {(x + k)" -c} = log c'.ds ;

,d'où l'on tire
.

d'y = d ds {(x 4-k)' - c}.
)" e ~étermine cf en' observant' qu'à. la clef on doit avoir, à-la-fois ;

,
x = 0 et dy = ds, ce qui donne c' =k'

1
c' Substituant pou~ ds

sa valeur Vdxo + dy",on a finalement

d ==
elx{(x+k)O-c)} .Cf) :~ V(kO-c)O-{(x+k)o",:"c}O ,

.
'

équation qui appartient à la courbe élastique. Il n'est pas douteux
qùe.les ingénieùrs devraient adopter cette courbe p°!ll' les ponts;
elle leur procurerait plus de solidité, et autant d'élégance que cel~es '

en usage . ' , -
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CHAPIT-RE Il.

DE ,LA POUSSÉE DES BERCEAUX,' E'l,' 'DEVÉQUILIBRE. .\
'

.

'ENTRELA VOUTE ET LES PIEDS-;DB.OITS.. -

- SECTION PREMIÈRE.:

NQtiOl'l8 -préiinu:naires.

.20. Réflexions. DA N s le chapitre précédent, nous avons déier~
l>niné les conditions d'équilibre entre les voussoirs d'ù1ievoûteen
berceau; nous ayons~ppris à déterminerl'int,rados ql,l~ndon. COn~
naît l'extrados, et viceversâ. Il reste à mettre en équilibré la voûte
elle-même avec lespieds-droitsqu'~lle tend à -l1enverser ou à faire-

...:glisser sur la plate-forme qui les -supporte.
Ce second probH~me -n'admel pas de solution rigoureuse, parcè

qu'on ne 'connaît pas aujuste la manière dont -les vQussoirs agisse!!t
les 'uns sur les autres; je m'explique: si les':voussoirs'étaieht ,sans
frottement,etequilibrés 'eritreeux -d1après.lè5 -prinèipesdu;chapitre
premier, on pourrait- parla :t~orie rf'eule évaluer l'effort que la
voûte exerce pour écarter les pieds-droits: il est rare que les voûtes
soient co:ri5truitesd'aprèslesptîncipes -de l'équilibre; les voussoirs

. ne se contrebalancel1tpqint, le frottement seul ep.lpêche que quel-
ques-uns d'eùx ne soient 'expu:tsés de~;leur placep:irun: :l11ouvement
de dedans -en '.dehors.' Le 'défautd'êquilibre 'tendàproduire un
autre mouyement auquel le frotteu1el1t ne s'oppose point. ,Cédains
voussoirs tendent à tourner sur leurs voisins, comme s'iis étaient
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liés par une charnière. Cette rotation, se ,fait à l'intl'adospoul' les
uns, et à l'extrados pour les autres;énsorte ,que lavollte s'ouvre
en plusi~1irs points de l'intrados et de Textrâdos. Ces mouvemeus
de rotation se remarquent très-facilemeht dâns une voûte en petit ~
faite soit avec du bois, soit avec .du plâtre. Ils renverserâient pres-
que toutes les Voûtes sans l'adhérel1ceproduite par le ni:ortiet : cette
force tient les voussoirs, pour ainsi dire, collés les uns sur les
autres. .

.

On sent que ces deux espèces de force, le frottel1.1ent ét l'adhé-
rence, sont presque iIIipossibles à évaluer; leurs effets vadent a
l'infini, non--seulement suivant leur intènsité , mais encore suivant
la figu:re deib voûte. La poussée horizontale qui tend à rellverser
les pieds-droits, est la résultante de toutes les forces ou de toutes
les résistances qui agissent SUI' les voussoirs. Il résulte de là que
le p:roblèn1é de la poussée .h'admet qu'une solution approchée,
puisqu'il dépend de l'arbitràire des données qù'on y fait entrer,
et de plusieurs circ'onstances physiques impossibles, à évàlue:r. Je
rapporterai les différentes hypothèses imaginées jusqu'à ce jour;
je les discuterai pour tâcher de distinguer les cas 011chacune d'elles
est préférahle; je ferai voir qu'ellessont erronées~, faute (l'avoir
a'ppréciJ convenableIilent les effe~tsdu. frottement. Pour eela,. je
commencerai parexaminci" qüelques ca.s d'équilibre, danslesquels le
frottement P110duitdes effets qui paraissent des phénomènes con-

.

traires aux lois de la statique.
.

.

2I..EffitS ditfro'itemènt. REF'E' (fig. l 5) est un corps Ou' coin pe4
sant qui repose ehtt~les fanes, iriclinées EF ; E'F~,. de deux massifs
EFBCD, E'F'B'C~D', lesquels peuvent glisser sur les plans horizon4
'taux CD ,'GD', et tOUl'nei" âutour des points G et C' : on: demande
les conditions tant de l'équilibre de totation autour des point~ C et C',
que du non-glissement des deux massifs, en ayant égard au frot-
tement. ..

""

Soit CD = Z,; ED = H" et l'arigleforri1épar la vertièa!e avec
la face EF du coinj 2M=poids du coin; N"""" poids 'du massif,

~'.

.

f;rt:::;;t, ou, en appelant S,Tangle du frottement ''/(= tàrig B.'

Soient R et 'R' les points par lesquels on suppose que le .com
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touche les massifs; je mène par ces points deux lignes faisant aveê
EF èt E'F' des angles qui soient complémens d~ e : il est clair que
si l'on applique en Q une force QR; dIe ne glissera poiri.tcontre
la face EF, puisqu'elle fai~ avec cette face l'angle exigé par la
grandeur du frottement, Par la même raison, si cette force est
l'effet du coin, il n'y aura pas glissement contre'la face du massif.
Je décompose la force RQ en deux ,l'une verticale RP, qui sera
égale à la moitié M du poids du coin, l'autre RS, horizontale, qui
t~nd à faire glisser le massif Sur sa base: c'est cette force RSque
j'appelle la poussée hori,zontale du coin, et qu'il (agit de trouver,
"En menant SI perpendiculaire sur EF ,cette ligne représentera.la
pî'essionque le èoin exerce sur le ,massif ,et RI représentera le fi'Qt...
tem<:mt:-rt:on aur~ RQI-Sj QRI 'go° ;S;,PRI=Œ; QRP=go°7"ct-S;
RP=M : donc RS_tang (goo-9'-"":ct) M-M cot( Œ+S).

! Telle est' l'expression de la poussée horizontale que j'appellerai F,

et' qu'on peut :mettre, sous une' autre forme, en y niettant '7( pour
tang 8, .

,

F =M cot (a+ S):=::;M l':-?Ttanga"""",,: (16)
. ?T+tang cG

,',

. Pour avoir l'équation de l'équilibrède:rotation autour du point ê,'
il faut renlarquer que la poussée F ten:a seule à renverser le :massif"
et que deux autres M et N tendent à le faire tourner en sens 'con-
traire: il suffit d'égaler le :moment de la première à la.. som:me dé
ceux des deux ,autres, '

Pour avoir la condition de mon glissement du massif sur sa
base, il suffit de vérifier si la poussée est plus petite qU,e les deux
poids qui pressent la base, multipliés par le rapport du frottement
de cette base à la pr~ssion,Celaposé, on verra aisément que les
deux équations ou formules d'équilibre tant de rotation que du
Don-glissement desmassifs,sont: '

,

FH, =MZ1 + NG
}

' ,(
)

:F< ,'7( ,CM:+ N) '"','
, , .

','
, ,.

',' ",' " . 17

~n appelant G la distallce du 'p:oint C à la verticale passant par le
<eentre.de gravîtédu massif; j'ai supposé que le mas,sif, en tour-
naÙl, glissait par son angle E sur la face du coin, ce qui en effet
ne peut pas arriver différemment.

II
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'.Il faut bien faire attention que ~les deuxé~uations (17) Sont èn..

tièremelltindépendal1tes l'une de l'autre, c'ést-à-dire qu'elles p'euvent
avoir lieu l'une sans l'autre: la première concerne le mouvement
de rotation, et la seéonde le mouvement de translation, deux choses
très-distinctes; et en effet on sent bien que le massif peut tourner
sans glisser, ou glisser sans tourner.

La ligne RQ f1,\it avec EF le plus petit angle QRlqué puisse
comporte~~ le frottement, ,c'est-à-dire, que si cet angle était plus
petit, la force QR glisserait j;ur EF; mais si cet angle était plus
grand, la" force ne glisserait plus: seùlement il arriverait qu'ellè
augmenterait de grandeur ainsi que la poussée" d'autant plu~ que
l'angle QRI serait plus grand.n suit de là qu'on aurait autant d'ex:-,
pressions différentes de la poussée qu'on voudrait, en prenant l'angle'
QRI plus grand que le complément de S.Pour lever l'incertitude,
il suffit de se rappeler de ce, principe, que la pesanteur tend tou-
jours à produire soit un maximum; soit' un minimum: lei,' elle

, choisit parmi tous les angles QRI plus grands que 90°- 8, celui qui

exige la plus petite force Q pour soutenir' le coin, et 6 .est un
maximum:,

",' , '

Au reste, comme il/ est très-aisé de faire des méprises etil'ar-
river à plusieurs solutions très-différentes par le principe de la

, ' décomposition des forces, quoique ce problème paraisse très-simple,
je vais donner une autre sohttion qui conduit au même ré?ultat.

Soit P la pressioI.J; inconnue que le coin exerce perpendiculai...
rement en R et en R'; le frottemeI)t qui est proportionnel à ,cette
pression sera '7ÏP. ImaginonsenF un' fil attaché au pied"':droit .ou
massif, et fixé par l'autre hout en un point quelconque de la face
du coin. Imaginons, de plus, qU:e ce fil éprouve unetensiori = '7ÏP;
çette tension remplacera l'effet du frottement.

Si l'on prolonge les directions des deux fils jusqu'en 0, et qu'on
les compose ,il en résultera une force 00' =,2'7ÏP cos ri : cette force
dirigée de bas en haut, réduit le poids 2M du coin à 2M-2'71'P COSet:
si l'on cherche la pression perpendiculaire , ainsi que' la poussée

horizontale que cette force produit cm R, on trouvera que la pres-
, . M - 'iTPcos a ,

( '" 'SIOn est . , et que la Poussee est cotc(' M-''7i'Pcosc(' ) .'$In <G ,

Mais il reste une force dont nous n'avons pas encore tenu compte~'
.

5
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C:.est I:etfet.de la- tension du: cOl'don, SUl',le point F; la~r-éa{;tion~de
c.ette tension y produit ,dans le sens BE, une force horizoptale
apposée. à la poussée; son eXPtession eSl'7rPsin,ct: ainsi la_poussée
es.t, cotx CM - '7tPsinet)- 7rPsinet..' -

.11 reste à trouver la valeur, de P pour' la mettl,'e dans-l'expres.....
sion de la p,oussée: or nous avon& trouvé à-dessus la- pt'ession

. M-7TPCOS<t.
. '. '

,
.

M-
,

.'
.'p= . , on en tIre- P =.

+.'
_. SubstItuant cette

,SInd. ',- SInd. 7TCOSCl-,'

valeur- de P: dal!sl' expression trouvée. ci--dessus- pour 'la poussée;
.,

F - 1\/1'
. 7TM - --.,

,

ou.a.-'Bonssee =,='.Lu. cotct:--- -,,- , expresslOIl'qll;on
,

'
sin ri + '71'sin C(. cos Q..'

-
,

ramène aisément à celle de l'équation (16).

L'esfig!-lres (14, 15, 16,17, 18)sontdes cas particuliersdù même
~roblème.Pour simplifier les .figures" j:aj remplacée les massifs- par
une ."erge pesante CR;: on voit touj9urs la direction RQ, suivanl
la€{uelle ,le corps supérieur on coin agi.t,contre: laverge~ Gette ligp-e
RQ fait toujours le plus grand ang~e.'RQ~, qp.e pnisse~ adinettre, l~

, frottement. Dans la fig. 14, les fàces da coin,sontparallèlesetver-
ticales, et sans le frottement, aucune verge, si pesante qll'elle fût,
nepourrait.le soutenir. DansJa,fig. 15, les faces du coin sont Ber-
pendicuhâres surJes verges. .

'-",
,

Dans la figure 16 , la même face horizôntale reposesu:r les verges:
Dans les figures 17 et 18, l'effet. du frottement est encore. plus

remarquable; il tend à rapprocher les verges en les faisant glisser'.
en C l'une vers l'autre, tandis que dans les- cas précédens?, elles
tendàient,à s'éloigner. Ici le point T d'application de la pesanteur
Sur le corps supérieur doit être pris ~n-dessous, et il faut substituer
~ la pesanteur représentée par Tt les deux fQrces TK, TK'. -

Enfin dâ~s la figure 19, res.verg~s'qui ne peuvent que tourner
autour des points C.. et,C',y< sont' attachées., et tiènnent par: leur
:poids le coin suspel1du en,.dessous. dès points d'appui; .'ce' cas âîf-
fère dès précédêns, en oe que la pression qui a lieu en. R est ici "
:eroduite par les -verges, tandis qu'aupara,vant elle était l'effet' du
coin. Les formules 16 et17 n'ont plus lieu pour le cas de. lac"
:figure 19. On sent que quand les verges CR, C':ft'; deviennent
vel'ticalès, l'équilibre est impossible, p<\fce qu'i1nly a plus"dIY-
p:cessiQJJ:.,en,R. '

.'
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Pour -compléter Je prdMème, ie ,~v-âis~her.cher1a i01!mule-1:fui

convient au cas pàrticulier d'équilibre représenté ;pal' ":la.figurea:g."
.

Il faut concevoir "que la\parlœ ~du p"oids"de la.vel'ge ,CR, "qui agit
en al, s.oit représentée par une l~ne ve.rticale ;P:issan1par ,ce ,point;

'et qu'on ail décom,posé cette force en deux ,autres, l'une qui tire
suivant la verge (laquelle je n'ai point marquée dans la figure pour
ne 'Pas 1.a compliquei); .rautre l\Q , 'qui fait -avec "la fa.ce ,du -t!oin :le
plus petit angle RQI que ~ermette le frottement: 'cette 'fc:>rceRQ
Cie décQmpose ,en :deuxautres-, œun~i&P=M.,laquelle p.orte ..le
poids du coin; l'autre, RS, qui,.en réagissant contre la verge, o;p.ère
la poussée horizontale du coin. Soit IRP = et, RQI = '8, on' a
QRP = 90°- (~- et), d'où l'on tire aisément "

RS =QP = RP tang Q:R.~, et,RS =F= Mcotes.:... et);
/ ,

et en appelant CD= Zl) RD ,~, , ~ = distance du point G à -l~
vèrticale passant" 'Par le. "centre d'inertie de 'la 'V'erge, -onh I>i!)ur

, l'équation a'équilihre,FH.:::::'M'Z,'+ N'G.
.

'

"'
Pression normale. La J>rèssï~n 11orma1e.qui a iieu aupoin1 ae

contact R,'est encore utile à c.onsiderer : c"est par 'elle tpi'o,n j';lge -
si les màtériaux peuvent'ia supporter. sans s'écraser: on a tait pOUl"
cela des expériences qui font

-
connaitre quelle charge chaque es-

- pèce dé pierre peut soliténir ',a.vaut,men i:tre brisée. La pression
peut provenir ou du coin ou du èorps qui presse le coin. Voyoni
d'abord le premier cas'- "

Si le coin repose sur deux plans fixes, la pression normale est,-

comme nous l'avons trouvée
."

P'"
"

-
+M : on ,p eut

'

encore:$ma '. ''71"'coS'OG '

.

"

déduire cette même valeur ~e la aœgn'C'QI j( fig. 115) ~ car lice1:ï1Îangl<é
-,. -2

RQP donne QR = M' + F4, et le !triangle "QRI -donne QR.. '"" ':p-a

+ P 11>' 1
,

d ' d "
". 'f 1 11 '", d ';8 S

. JI,
'7r' ", u ou t)ll .e :mt alsementa valeur Cl-ue'ssU:s'-e r. , :J.Je

. _c~n .est:ull peu trop pesant iQU ~à v~rge :tropfaihlé,.t'~quil~bN~ 'est
détruit "et le coin chasse ~les ()orps ndjacens. .'

Mais si les corps aaja-çem "~rontpltl's "p'esanst{ue l'exIge r~'qüati()'1't

. d'équîlibTe, ils tendent:a faire l'cp.1On'terle (:ol~) -et le fro'ttemeh1. seul s'y oppose. La pl'ession de'Viênt plus gi'aude qu'elienc l'étal't
dans l'état d'équ~libr~: elle n'est plus produite par le coin, roaii
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par lescol'ps adjacens.: ce n'est plus l'équilibre qui alie~; c'est lJ1ne
Stabilité plus grande. '

.
.

.

Soit (fig. 15 *) CD=Z" RD=H" angle C=:r: jedécom-
pose le poids N de la verge en deux, l'un agissant en C, l'àutre

agissant. en R; ce dernier est ~~ = Rp : je décompose cette force
.

en deux, l'une Rq, qui sera détruite en C; l'al1:tre Rr, perpendi~
culaire à la face dù coin, et que j'appelle J,>'.

Dans. le triangle Rpr bu- a Rpr = 90°- :r, Rrp= Î'- ~;
NG. , , '.. ., - /

Rp .-=..-, d'ou Ion hre alsement
: Z, .

p' - NG cos'}'- '.-
.

NG,
.-- Z, sin (y - et) - HI cos et - Z, sin et'

( b'

H,) ,

i

en 0 servant que tang Î' = Z, .
.

. Pour s'assure.r si c'est P ou P' qui il. lieu en R., il ne faut que
vérifier laquelle est la plus grande. Mais si (fig. 15) le. corps N
est un autre coin, par ex~mple un voussoir, la pression ,qui aura-
lieu en R, ne pourra pas être trouvée par la formule précédente:
pous. verroI].s ailkurs comment il faut s'y prendre,

SECTION II~

Dijférente~ hypothèses
-
sur la poussée:

:22. Hypothèse du coin de la Hire. Je comthetlcerai par rapporter
les différ'entesb.ypothèses imaginées sur la poussée ; je, les discu-
t~rai ensuite ,pour savoir laquelle on doit préférer dans 'chaque
cas.Cellequi faitl'ohjet de ce. n°, a été donnée parl\:l. de.la Hire,-

.On suppose dans cette hypothèse , que lavoûtetenq. à se rompre
dans les joints symétriquement placés EF , E'F' (fig.20), et que
les deux. portions de voûte EFaA, E'F'a'A' de~eurentadhérente's
mu pieds-d~oits par l'effet du ciment: alors la partie du ,milieu
EFF'E', fait l'effet d'un coin qui agit contre les plans /EF;E'F' JI
POUf faire tourner les pieds-droits autour des points fixes C et C'"
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"

Sbit TR une perpendiculaire élevée sur le" miliel,l du joihtE,F,
et rencontrant la montée en T :',je prends Tt =2M = poid~ d~

coin EFF'E'; je décompose Tt~n' deux autres for~es TK, TK',
j'imagin~ TK appliqué au point R de ,sa directio~" etayan~ pris
Rr = TK~ jela décompose en deux, 1une Rs horIzontale, 1autre
Rx verticale. '

.

Soit RR' la verticale
~
passant parR, et' GG' cèlIe qui passe par

.
le centre de gravité G de la portion de voûte EF aA : cela posé':1
soit prise la notation suivante.

OA = b, OR'= q, OG'=D, N- poids de l'espace EFaA;
. RR' = h, AD= H, De- Z, et l'angle xRE ,formé par le joint

EF avec celui de la verticale; f la aensité des 111atériaux 'des pieds-

droits, celle de la voitte étant 1.

La force Rs' tend à faire tourner Je pied-droit autour du point C;
c'est la poussée ,horizontale dri.coin; trois autres tend,ent à le faire'
tourner en sens contrair~,savoirR~, lepoids.N , et celui du pied-
dro.it.

' .

",.

l '.

On a Rr=TK=M --:--, R$=M cota, Rx=M; Poids du
51Ild. '/ ",

pied-droit=f.H.Z.
.

Le moment de la force Rs est M cot O/.(H+h), celui de la force
Rx est M Cb+ Z - ij); cel~i de l'aire EFaAest N(b+Z~D),
et celui du pied-droit est ~fHZ~.

Égalant le moment ~e la première force à la sOI11l11edes troi~
autres, on aura l'équation suivante d'équilibre, qui fera connaître Z;
si H est connu, et récipro~ement

:M:cotet (H+ h)=M(b +Z-q) +N (h+Z-D) +~fHZS...(18).
. ,

Quant à la valeur de l'angle a, c'est à l'expérience à la donner;
On est en usage d'imaginer un rectangle formé par les lignes OA,
OS ei leurs parallèles: l'intersection de l'intrados par la diagonale
de ce rect:mgle, détermine le pointE/: on sent cOIl1bien ce~te règle
est arbitraire.

Il ne suffit pas, pour que la voûte et les pieds-:droits soient en
repos~ que l'équation (18) soit satisfaite; iJ faut encore que la voûte
ne pUISse pas glisser sur le pie,à..:droit: cet effet, qui peut avoir lieu
si le joint des naissances est horizontal, est empêché soit par le
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çiriient~soifpar tout autre obstacle; ilfaut~ncoreque le ;Pied-droit
né glisse pas sur -sa plate-forme. 'La force qui tend à produire cet
4iffetesfRs; celle qui s'y opposeesda som1l1e des poids de la ,demi-
:voûte et du pied-droit, multipliee ,par le rapport ~dq. frotteroerità
l~ ;press,ion.Ainsi .on a ,pour ~xprimer: qu'il n'japas de glissement
'du pied-droit, la condition suivante:

M cot~ < ",,(-M+N +fHZ) (19)'

Il faut hien ohsèrver que les équations (18) et (lg)peuveJ?t nvoir
lieu 'r,une sans l'mitre, et qu'elles sonti:tidépendantes ,. ~'-est...,.à-dire
iju'il peut y avoir rotation 5:inS glissement, comme .gliss.ementsans
Jlotation;il faut ,pour le repos absolu .du. système,' <pie les deu~
conditions existent à-la-fois.

. . . .

Un savant Géomètre a fait entrer dans cette .derni~œ quésii0n la
considération de la forceacc.élératrice -de :la 'pesanteur; qu iest
étrangère mi sujet, quand on' cherche l'équilibre entredescQrps
pesans qui ne sont animés d'aucun mouveIl1ent. .

. 2'3. Hypothèse de la rupture aux reins èt à Za dif:ûn -&uppose'
içique 1a voûte s'ouvre vers iaclefà l'intrados, -et veM les reins
à l'extrados, comme on le veit en S, P., F' (fig.. Ji}J):iles'portions
de voûte SS'FE et SS'F'E', agissent .CO'lD,medeuxft<rcs..:boutan~ qül
s.~!lppuient l'un .contre l'autre en S',~t pOlissent -en Bet E/,lesa'lJ.tres
parties dy la voû~e -supposées iadhérePcte~:lv.:J{;pi~ds-ar~.its, !f9-uTles
faire tourner autour des. points fixes ,ç ~t -Ç' '

Pour se faire une idée nette .Je l~ manière dQnt s'~tabJ.it l'équi-
.libre entre les quatre corp~ du système, imaginons par le centre 'de
grav.ité l.de l~ ;P9ftionde voAte $SfFE, iayerJ;icaleLL', ,Farr le
pO,int $' l'hQrizol}tale$'E' ;pa:r le point E, J'hOr:'iIJ;Ofl~JeEL et la
v~r1Îcale W.E'. lleprésento;ns -p~r LV l~ poi.Js Md~ .la partÏ<è de
v.oûte SS'F.E, et ,soit ;L' le point d'apptlÇ~Û911d~ ,cette f@1'ce;<61
l'on imagine trois autres forces, la première L'E" dirigéeae L' vers
E', la seq>llde EL appliqu~e~IJ.;E" et ,dirigée d~.Ever~L, latroi-

.

si,ème E,E",dirigée d.e E vers ~", il est éyid.ent que ces 'quatre forces
s~rpnt ,~1l équilibre, parce .qu' elles a1if,Œ'.l!t.deux ,à dem, ,en sen~

cont~'~ire, la dia.gorialeEL' pour résultante: do~c lIa rorce L'E';,
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prise en sens contraire, est l{i pression exercée en S' ;doIic= aussi
la même foree L'E" = LE e~t.la pou5s'ée. horizontale Es, qUI fetid

à renverser le pied-droit. Par la même raison, EE"..-:..;M est -la
chargeou pression ver6cale Ex, qu~ ~dieuen E.,

'"Je prends la notation suivante, SS/FE
"

M ,EEaA
,', N, ~E'_li,

EL= l, OE'= q, OG'::::::D:,OA=b, OS_a; SS' ,k, AD==H,
DC= Z, densité de pied-droit ~ f, rapport du frottement à l~

presion=='7t'., .

,

" + k h E
~ M.I, ,

al 1On aura Ex = M, EE , a, -, s = a+ k
-""

hj eg ,ant e

moment. de la.force Es autour du point C, à la somme des mo-
mens des forces" Ex, N', fHZ, qui agissent en sens contraire de
la p~ussée, on aura .,p~our l'equatioIi d'équilibre dè rotation ,et
pour condition du non-glissement des pieds-droits, les forn1ules
suivantes: '

M.I (h+H) _M'Cb+
,

Z'

,,

~q)+N;ëb+Z-D)+ffHZ"

~

a+k-h" , ( ,
)'

Ml'
... 20.

k' h < '7( (M+N +fH'Z). .
a+ -

" .
" '

L'emploi de Hees'forh1ules' exigerait'qû' otlConnttt 'lâ positïoridl1
joint. de r~pture EF , laquelle dépend de la figure de"lâ voûte' et
de plusieurs circonstances: physiques; IIp'araÎt,. par quelqllès' expé-:
riences" rapportées" par M; Perronnet, qüe" dans les ponts très';';
surhaissés, le joint de rupture est placé près desnaÎ-ssa'nces.

,
-

24. Formules généralesfJ?5ùl' les h~j'Céd'uxéql:l;ilibrés; J~aidéjàdit
qu'ahstraction faite du frottement ,les nerceaux équilibrés admettent

- une solution rigoureuse du prohlème de la poussée. Je vais cher-
ch~r dans cet article les formules q'Ui conviennent. à' cette esp.èce
de voûte parfaite: dans ùne autre sectIon, j'aurai éga.rd 'au frot-
tement ,et cette' théorie ne lais~el'a plu's rien' à desirer: ,- '

Quand un hÛceau est équilihr'é, aucune force ne'tend '3, détarî;'

" gel' les voussoirs de leur plftce; et .si l'on 'Opposait' de has en ha.ut,
pérpendicûlairem:ent' aux deux jQiIltsdes nâissal1ces~ deux.forcès:
passant par les centres de gra:vitédes vouss?irs, toute la voûte se-
l'ait soutenUe pal' ces, detÙ{:fôtêeiF; ce sont ceS deux forc~s" qui
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teùdent à renverser les pieds-droits; on peut donc considérer toute
la 'voûte comn:ie' un seul coin qui repose sur les impostes :ceÜe
séul~ considération suffit pour faire ,voir que la formule que nous
cberçhons est comprise dans c~lles du n° 22, en plaçant lê joint ~de
rupture aux naissances. Mais de nouvelles considérations conduisent
à des formules plus simples et plus commodes~

Nous avons vu qu'en appelant CLl'angle formé par un joint avec
la verticale et 2M la masse du coin, la poussée horizontale de ce

coin est~. Nous avons démontré nO~8', que l'aire du berceautang<t .

.

est toujours quarrable, et qu'elle est M = Crk+ -î k")~; (en appe-

. Iant k l'épaisseur de la.voûte à la clef ,. et r le rayon de courbure
de l'intrados en ce point) : donc, puisque tang CL= d

dx:, l'expres-ry ,

sion de la poussée est r +t k", c'est-fl-dire qu'elle est la même
pour une portion quelconque de voûte j propriété très-remarquable

que'fait aussi voir l'é quation ~ = d:M trouvée dans' le n° :2.
tang rL' ang rL

Il suit de ce principe que la poussée du petit voussoir' élémentaire'
de la clef, est la m.ême que ceUec!e la vQûte, cê qui ]?o~rx:ait
paraître étonnant, '

,

.La poussée tangentielle du coin s'exerce perpendiculairement au'
joint Aa Cfig. g), et passe par le pointb', centre de gravité du
voussoir des naissances. '. .

On'a AdK=-R+V(2rk+k");s: +R" [V~y. le n°!l;
.,

.' " (6)JA b' 3RK+ 2K" AR"
ry

D'
1 Ab" A i> dxequatlOn ; = 6R+3K ,. et' = = sm.CL= 1:.>ds'

Celte valeur de D'est rigoureuse; mais on sent 'que dans la pra-
tique on pourra presque toujours fa.Ïre,. .&an5 erreur' sensible ,.
D' =,{;-Aa.' on a aussi b'R' = Ab éos CL= h'. .

En se conduisant comme dans le n° :u, on trouvera facilement
les formules suivantes: '.

.

(h!+H) (2rk + k") :C2fk
,

+k")tangCL(Z-D/) + 1HZ";
}

"

C

.
.

)
:',

2rk + k" < '7Î [(2r-k + kO}tangCL + .ifHZ)]
:... 21.

Ces formules sont s~mples et générales; elles s'app1iquèntà.
toute
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~o~teespèce de voûte équilibrée. Je ne sache pas que personne
les ait encore données. '

Obsérvons qûe 'si i'épaisseur de lavoÔ.te, était très-petite, ensorte
p' on pût, regarder les poids des voussoir's comine concentrés Sur
l'iritrados, et qu'on cherchât l'éqriation d'équilibte dan's l'hypothèse
des arcs-boutansdu n° 23, on arriverait aux ni.êmes formules. Dans
ce dernier cas, il faudrait préa1able~ent chercher le centre de gra-
vité de la demi-voûte, 'et l'0:h1rouveraitque 'sa distance à la montée
estb~a cotet. "

41

SECTION III.'

Th~Qrie nourelle et plus rigoureuse de la poussée" en ayant égard
au frottement.

!25.Rijlexions préliminaires. Dans la théorie du coin, on suppose -
,que la poussée oblique ou perpendiculaire à la face du coin, s'exerce
,toute entière pour renverser lep~ed-droit :' ce principe" est -évi':"
demment faux quand on a égard au frottement; car ona vu, n. 21;
qu'un parallélipipède pouvait, par l'effet du frottement,

.
être retenu

en l'air par le moyen de 'deux verges appuyées contre ses faces:ver... ,

tical~s; ce qui serait évidefIlment 'impossible sans le frottement.N ous
avons vu ,-dans ce même article, que le frottement diminue la'pou~-
sée horizontale dù coin, et,nous avons trouvé l'équation d'équilibr.e
qui en résulte. ,La théorie de cet artiéle est entièrement applicable

.

au prDblèmede la poussée' des voûtes: il ,suffit 'de regarder la verge
qui soutie~t le coin ,commereprésentaritle massif du pied-droit
augmenté de la portion de voûte qui lt!-i est supposée adhérente;
Il ne reste 'plus qu'à trouver quelle 'est la portion qui doit' former
le coin: c'est à cette recherche que je 'vais me livrer.' "

. Je distingue trois espèces de voûte sen berceau, ou même quatre:
Lapremièré comprend celles dans le'squelles le voussoir de la dH
éhasserait ses voisins sans le frottement; je les appelle voûtes à
clef.;.prépop.dérante. La seconde espècecompreud les voûtes dont,
la clef 'serait expulsée parles voussoirs voisins, sausle frottenient';
cè sont les "vQût~5à clef ell déf\\ut. Enfin la tl'Oisième espèceés\

6. '



.\2 ,THÉORIE
celle des vo6.té~ équilibrées, dont chaque voussoir, sans l'aidé dl'
frottement, est en équilibre avec ses voisins.

'

D~ns lapremiè,reespèce, la poussée, exercée pàr la clef, est
égale à la pression qu'elle éprouve, et, elle se transmet totite en-
tière aux naissances: si on la compos~ avec le, poids du reste de
la demi-voûte, -la résultante passe au.,delà .du point b de la fig. 9,
et quelquefois au-delà du point a.: dans ce dernier Cas, là voûte
serait renversée, si le frotteme:Qt ne diminuait la pousséecle la def.
Dans la seéonde espèce la poussée, exercée, par la clef, est plu's
faible que là pression qu'elle éprouve par le reste de la voûte: c'est
cette pres~i~n qui réagit aux naissap.ces, et ~qui opère la poussée 'de
la voûte. Si on compose la poussée de la clef avec le poids du
reste de la demi-voûte, la directi~n de la résùltante passe entre
le point b et la verticale 'du centre de gravité de la demi-voÎlte:

. Dans les, voûtes équilibrées, la poussée de, la clef, 'égale à sa, pres-
sion, se, transmet toute entiè're aux naissances: si on la comp()se
avec le poids de la voûte, la résultante passe par le point b.

I!naginons une voûte éqùililirée, e~ retranéhons ,par la pensée,
un certain poids à chaque voussoir, excepté à celui de la den Ja
voûte jdevi~ndrà de la' première espèce; la clefse'raprépondérante
ou par excès-; la poussée de la clef sera la mènw qu'auparavant;
seulement la charge verticale de la voûte sur les pieds...droits sera
diminuée: 'or, avânt la soustractio~ des poids, b" poussée hori-
z-ontale de la clef étàit celle de la voûte elle-mê:t1.1C, et elle était
égale àéeIle d'u'n autre coin quelconque. Depuis la soustraction
des poids, cette poussée de la clef, qui est encore celle de la voûte,
estdevenue-bn, maximum: donc on a la poussée des' voûtes de
la première espèce , en cherchant celle de la clef ,quiest ,un
maximum. ,

"Actuellernerîl, faisons le changement inverse. Imaginons qu'on
ait retranché un certain poids. au voussoir de la' clef d'une voûte
équilibrée, sansrÏen ôter aux autres: la clef tendra àêtreexp'ulsée; ,

Qn aùr~ une voûte de la seconde espèce; la '. poussée contre les
pÎeds-dtoits ne sera plus i'effetde la: clef , Il1àis dé touslesautl'es
voussoirs. Plus le coin seràgrand, plus sa pOlISsée 'sera grànde;
()rl aura donc la poussée de la voûte, en la considérant toute en;';'

tière comme un seul coin: cette pO\1ssée sera encore ici un maximum.
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Ainsi, dans .les deux premières espèces,' la pousséè de la VOûte.

est égale à celle du coin qui exerce la pl~s grande: dans les voûtes'
équilibrées ',<elle est constante ; l'expression de cette poussée est en

génér~l ~.Dans la première espèc'e,M est le plus petit vous~tang <t,
',' .

.

soir ~M .de la clef; et si on le suppose infiniment petit, ce qui-
est plus commode et revient sensiblement au même, la poussée

d
.
1 '. dl\'!

e'. a voute 'sera d t
.

, . ang <t,

Dans les voûtes de la seconde espèce, 1\'1embrassera la demi-

.' l
,

, M
voute, et a pOuSSeesera-.tang GG ,

Dans les voûtes équilibrées , M est arbitraire , et la poussée est. d '~"
M . âM . dl\'!

III lUeremment -
t ' , ou â t ' o~ eL t .

ang GI, . angc:t. ang CI.

,Dans ce qui :précède, j'ai eu en vue lés voûtes les plus ordi..:

naires; cependant' il peuta'rriver.que le coin qui ,exerèe la plus
grande poussée ne soit ni le voussoir de la clef, ni la voûte en...'
tière:dans ce quatrième ,cas, il faut recoudr 'au principe<, que
la vraie, p'oussée de la voûte esf la même. que celle du coil?- qui'
exerce là plus grande, et chercher préalablement le point de l'in: ,

trados quidéte-rmine ce coin ,-en e~ployant.r équation d Ca:<t,) =0:'
'

Ce~qui précède servirai{ à résoudre ce problème: Étant donno
'

une voitte qui repos~ sur' un plan horizontal sans frottement, trouver
sa poussée<, c'est-à-dire la force horizontale qu'il faudrait employer
de dehors en dedanscon'tre.les VOUêsoirs des naissances, pour em-
pècherque la voûte ne sedéserilpare.Il faut voit. à présent si l'.ad-"
ditiondu pied-droit peut changer la théorie précédente. '.

Concevons toujours la voûte composée de deux parti~s, l'une'
2Mformant coin, l'autre N réunie de chaque côté a~'pied-di'oit:
je dis que la poussée horizontale du,coin se transmet toute<entière
aucentre<C de rotation du pied-droit, comme elle se. transmettait,
au point a. de l'extrados, quand il n'y avait pas de pied-droit: En
effet, si l'on imagine au point C

-deux forces ,l'une verticale de bas
en haut et égale au poids de'. la demi-voûte réuni à celui du pied...;
droit, fautre horizontale, dedebors en dedans , et égale à l~ pousséé
du coin j il est clair que le système' des forces Sera en éqüilibre.La
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force verticale est constante, mais la force horizon:tale est variable
etd~pend du éoin ; c'est cétte force variable qui tend à renverser
le pied:dr?it dans presqué tous les cas; je lU< dis pas toujours,
parce qu'en effet il peut arriver <lue le pied-droit soit renversé par
'une force plus petite: ceCimérite d'être éclairci. '

, ,"

La plus grande poussée que je représente par F, est bien la force
qui tend à faire glisser le pied-droit; mais s'il existe une auh'e force
ou poussée horizontale F' qui, sans être aussi grande que F~ ait
néanmoins un plus grand moment relativement à ceux des tr()is
forces verticales qui tendent à faire tourner en sens contraire, ce
sera :F' qui, agissant avec plus d'avantage, renversera le pied-droit.
Ces deux effets, le' glissen1ent et le mouvement de rotation autour
du point C, sont entièrement indépendans ; le premier est produit
par la force F , le second par F'. Si l'on calculait Z 'de manière à

, mettre le pied-droit en équilibre avec le- coin qui a'produit 'F, il
n'en serait pas tno~ns renversé par la force F' pTov~nant d'.un coin -
de moindre, poussée, mais qui agit plus favprablement. Quant ~. ce
.second coin qui produit F' et ,qu'il n'est pa~ moins essentiel de
connaître, oiIl'obtiendra en cherchant le maximum de ZdansJ'équa- .
lion d'équilibre de rotation,' en y faisant varier Ci-: cela est encore

,

fondé sur ce principe , que la pesanteur qui tend toujours à produire
le plusgran.d effet possible, doit, pour le renVerSeIl.1ent, employer
lti coin le plus favorable. '

,

, '

Ainsi, le coin de plus grande poussée opère le mouvement hori- .
zontal ou le' glissement, et cependant il existé ou' peut exister un
a.utre coin qui rende Z maximum. et opère le renversement. Voilà
deux principes qui donnent deux valeurs différentes pour Z, si 'on
les emploie is6lémentà là détermination de et. On sent néanmoÎ11s
que le problème ne peut avoir qu'une solution : on concilie les deux
principes de la manière suivante. '

.. .

C'est bien toujours la plus grau'de pous~ée F qui opère leglisse-,
nient: je dis de plus à présent qu'ell~ opère aussi le renv'ersement

~
e~ v?ici comment il faut conc~voir la cho~e. La forcé F, quin'opé~
rel'al~, pas l~ rellve~sement si elle agissait, sur le joint du' coin dont
elle émane,. se transmet à un autre joint qui doit être celui pal~

,leq~el eUe peut renverser le plus large" pied-droit. Ce troisième
joint dont j'~ppellect", l'angle, doit dop.e rendi.'eZ un maximum;

THÉORIE, '
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n1aÎS en regardant Fcomme. éons tant. Il f~ut 'imaginer quatre joints

,

de ruptui'~ syn1étriqùénient placés, 'savbir,deux dans èhaque ,1'noitié
de la voûte ': le' coin éornpris 6rdiha:ii'einent entrele'sdeux joints
les plus élevés, produit la pius' grande t~o~ssée' oÙ Z ; Cette {otCe,
n'agit pas dans ces

: deux joints; el~e sé trahSIl1et'aux 'deux' q~isont
inférit:mi"s,'contre lesquels elle opere , avec le plus grand avantage

P' ossiblelerenversèh1ent;dt:is'pieds":droits..
,

"";' '.. ,
J'ai dit que la plus grande poussée se transmet toute entière aU.

poiig' C; ensorte que si' l;on appliquait en ce point deux, forces,
l'une vèrticale et' égale au ,poids de la' deri1i-yoûte augrrienté du
pied-droit, l'autre horizont;lle', dirigée suivant CD; ~tégale à la plus'
grande poussée, le système serait~néqui1ibfe:' mais 'si ,l'on appli-'
quait à la clef une force horizontale. et égale à la plus grande
poussée, l'équilibre .subsisteraitencore.- Il s:uit de là que non-seu""
lement la plus grande pouss~~-:se transmet au point C, mais encor'e
qu'elle réagit sur la clefet.yopè,re une 'pressionégâle. Les mêmes
raisonnernens pro~vent que la plus grande poussée est une force
ca~stantequi de proche enproche se transm~tà tous les voussoirs
sans .rien .p~rdre de son iJft~nsit1.Enqrielque point Mqu'on 'b
supppseapp~iquée, il faut .tQujo;urs que son 'm.oment ,à l'égard du
point, C ,soit égal au moment de la partie supériellre M ,qui repose
en.ce point plus à celui de la partie inférieure N augmentée du
pied-droit. La question est réduite à savoir quel est ce' point
qùi facilite le plus le renverse~1ent 01'1:qùi eXige le, maximum
de Z.' ' . . . . ., , ,

-
.

Tels s()nt lesprintÎpes de la théorie que j'ai dév~loppé~ dans les
,

artiéles suivans, et quihannit l'arbitraÎre' dans la position du joint
(j.e rupture. La règle de pratique 'suivie jusqu'îci n'étàit fOu'dée sur

aucun principe; elle n~ pouvait paS hlê~1e être déterniinée pàr l'ex-
-périeIice, à cause du nombre et de la variation des élém~ns qui
déterminent la position des joints del'uptUi'~.

Dans Cë qui précède, je ~'ai poiritèonsidéré le fl'ottement: il
faudra examiner les modifications, qui en résultent ;, c'est ce que je
v~is faire' dans les articles SuivànS ,en 'distiIlguan t toujours les quatre
espètesde voûtes. ' '.' .'.'

.

Enfin ,après avoir trouvé les formules dans lit double hypothèse:
du coin avec ou, sans frottement, il faudra chercher dans l'hypothèse'
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des al'cs.;.boutal1s , quel est le joint qui produit le plus grand effet et
la plus grande poussée horizontale en C. La valeur de Z qui en
résùltera sera encore un ma;x;imum. Si. elle surpasse le maximun~
donné par l'hypoth,èse du coin, il faudra la préférer; car la pe-

. santeur pr(}duira trois joints de rupture, savoir, un à la clef et

lesdel,1:x.:~\1tres symétriq1,]ement placés,' plutôt que deu~ seule-
ment, si ce mode de rupture .doit .lui faire produire un plus grand
effet. . . .

'En ~tendant ce principe, on serait conduit à supposer ci~q joints

de r-uptute plutôt que trois; mais on sent qué les difficulrés du caleut
~Jlrp~s~~raient biçQ.tôt les forces de l'al1alyse ; d'ailleurs je ferai voir
q1,l'il n'y a. r~eUernen,t que del1Xb,yp.Qtl!~s~~.

. .

,.26; Formules génÙales dans l'hypothèse du coin alJecfrottement.
Je vais appliquer les principes du' numero précédent à la recherche
des formules 'générales , lorsqu'on a égard au frottement.

En comp~rant la fig. 1:5 avec la fig.20, On voit que le cas'
d'équilibre tra.ité dans le n° 21 , es,! ~récisément celui d'une vOÜt~.
dont la partie EFF'E' agit comme un coin pour renverser le reste
de la voûte, supposé adhérent, au pied ..droit. Je rappelle ici la
notation que je cOQ.serverai toujours, à moins que je n'avertisse du
contraire. "

. .

Je fais (fig. 20), AO= b, OS=a, ~S'_k,OR'=q,RR'=h,-
OG'=D, AD=H, DC=Z, SS'FE_M, EFaA=N, M+N=S,
SP = x , PE = Y , SE= s ,,(/.,=angle du joint quelconque EF
avec la verticale; R = rayo~ de courbure du point E; r = rayon

..1 l
,.

d .
S

.

6 circonférence
de courb

.

ure tole lntra os au po
.

mt . ,.m = 5., LÜ::::::,
d'

., .,
.. ' ," --

,
. ",., < ..' ,lametre .

frottement n' 1 d' fi fi
'7r=" '. -;\J=ang e u rottement,outang a ='7r; F=pous-,

preSSion,'
.

. .' ,

sée, horizqntale produiteen ~ par le coin; et (fig~ 25) Ou - a
+-;; k =a'; O(;'=b'; AR' --D~; bR' -- h'; Aa=K;f --densité
du pied-.droit: "

.

Cela posé,' en comparant les quantités analogues et correspon-
dantes du n° 21 avec l~s donnéès p;récédentes , on reconnaîtra qu'il. .

faut substituer dans l'équation (IÙ du nQ21, CH+ h.) popr HI;
la quantité (b+ Z- q) pour 'z" et pour NG moment du:massif, la
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!on1n1e N (h + Z "--'" D) + ~fHZ" des niolÜens dti pied-droit et de
la portion de 'voûte a.dhérente., ,

'Par ces substitutions dans les éq~liations (17
"

onapoÜrleS

formules de l'équilibre de rotation et du n6n~glissênieÙt dés pieds...
ili~~,

, ,

(H+ h)F+Mq+ND,_hS+SZ+îfHZ"",,
}

" (y-
F -<: '7( ( S + 1HZ). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. ""'"

22 .
, ,

"En supprimant le terme fHZ, ona la condition du non-glisse-
ment de là voûte sur lé pied-droit,'

, , -

llemarquol'ls d'abord que les equations(22) reviennent au même;
quand '7(= 0 , que les équatioils (18) et (19) du n° 22 , ainsi que cela
devait, êtr'e. '

,

Pour passer à la discussion des équations (22) , il falltpréalable..;
nient'rappeler quelques principes. Le frottement abSorbe' une pattié
de la poussée horizontaleq1i'ùn coin,qllelconque produirait sans
cette :résistance: il opère un effet d~ plus; il change la grandeur du
coin de plus grande poussée et celle du _éoîn du plus grand renverse-
ment; mais cela n'empêche pas que les chosesnè se passent comme
nous l'avonsexposé dans l'article prééédent. '

,

,

Observons d'abord que l'~quatiôn (22) est censée ne l'enferme'i'
d'autres variables que et, etZ "puisque M, N, q;; D" h ,sont des
fonctions de et,' données par l'équation de l'intrados.

La première chose à faire, c'est de chercher l'angle d. du joint
de plus graride poussée: il f~ut pour cel:i employer l'équation

dF==o ou (n° 21) ,-d.M cot(et,+ e)="o.~... .(25).
La '~ec()ride opération, consisté '~, chércher le ina.i:idtum~e Z. SI

o'n -substituait la valeur de et,diH1Sréqllàtiori(22) j la valèur de i
qu'on en tir'era.it, :rie serait pas un Ti1a:jjiinumoÙJ;>°url':iifri'en être
pas un, quoiqu'elle corrëspondîtaUmlixilizuliz de la pOllssée~: ce rie
.serait qu'Une prernière.v~leur appr6ch~e deZ.

Si on égalait à zéro lâ différentiellê de la valeur deZ donnéé
parl'équation (22), on autâit, âprèsavoirélirniné ci., urie autre
valeur de Z qui serait uri in'axipli.tln , mais qui ne correspoÙdrait
pas au maximum dê la pousiéej on aurait urie seconde yàlelll~ plus
approchée pour Z.'

.
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Enfin,' On aura le vrai maximum cherché de Z, en: observant
qu'il s'agit de. trouver le point d'application dans leq~ella force
'cQnstan~e Fs'exerce avec le plus d'avantage contre le pied-droi~.
Or, 'Lsera un maxÙnwnsi le pr~mier membre de J'équation (22)
en est un; car si on fait dz = 0 dans le second membre, il s'ànéanf:Ît.
De plus il suffit, pour que ce premier membre soit un maximum,
qu'on ait l'équation' '. "

Fdh+d(Mq)+d (ND)= o.: ,(24),
. ,

.puisque F est constant. Substituant dans l'équation (22) la v~leur
de et,donnée par l'équation (24), on aura l~maximum cherché deZ,
c'est-a-dire la vraie solution, la plu~rigoureuse qu'on puissedesirer,
puisqu'elle remplit la double condition de procurer lè maximùm de F
et celui de Z,'"

..,
'.". ,

. La solution rigoureuse comprend, coroine on voit, deux,parties ,'.

;savoir: 10 trouver' F par l'équation (25); ~o trouver Z par les équa- .

tions (24) et (22). .'

. . Pression. Il est essentiel dans la science de la construction;
de~aYoirquene pression éprouve chaque voussoir, afin' d'en con-

,clure s'il peurra supporter, sans en être écrasé, la pression trouvée
'par le calcul.'

, .

Nous avons vu (n& 21) que' lorsqu'un coin repose entre deux:
plans' inclinés fixes, la pression qui a lieu dans le contact est.

.:-
.

: cela n'a plus lieu dans la voûte.. parée que la p;es-
SIn el. .,. .cos el. . .

sion n'est pas toujours l'effet. duc9in s~périeur, mais quelque foi;;
celui de la, partie inférieure', de la voûte. Si l'on appliquait deux
forces, au joint des naissances, l'une verticale et, égale au poids de
!a demi"'voû~e, l'autre horizorHale et égale,à la plus grarid,e poussée F;
si ep. mêm,e tePlPS on appliquait à la çlefune force horizontale = F ;
il est évident que la demi-voûte serait en équilibre' avec ces trois

Jorces. On.voit, comme je}'aidéjà 4it, quela poussée réagit contre
t9us les voussoirs; et qu'il en est de même de la force verticale et
égale à S dont je viéns de parler. Il suit de là que chaque joint est
.sollicité à la fois par deux forces , l'une F horizontale, J'autreM
verticale = poids des voussoirs sup'érie~1rs, ainsi que par deux
autres égaies et direct~l11entopposées, d'oh résulte l'équilibre et 'Ia

presSIOn.
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pression. Il, faut calculer l'effet des forces F et M, perpendiculaire...
n1ent àu joint: la somme' des detix pre()sions partielles sera la pres-
sion totale et cherch~e P.

}La pressionpàrtielle produite par F sera F COS,et;eçlle provenant
de M sera M sin a : on aura donc la: somme

F cos 4 + M sin et= P~ . . . ; . . (25).

Cette formule, en y mettantpourF et M leurs valeurs, fera éon...
naitre.I~, pression P qu'éprouve un joint quelconque: elle fait voir
que cè't~epression èst F pour la clef et S pour le' voussoir des nais-
sances, si la ligne dès miissances est horizontale. '

La pression Pest" coinme'on voit ,va~iablé pour chaque joint;
cela donne lieu à un problèriiecurieux et utile , celui de savoir
quel est le joint pour lequel Pest un maximum , et quelle esfalors'
la valeur de P. ."" "

,

. . .- .

On 'tr.Quv,era l'angle ,a .du joirit en question, en égalant à. zéro la
différentielle de la valeurde P,'prise enregardantFcomme C(JllS--
tant, et en y mettant pour M sa valeur donnée en fonction de a,
par la figure de la voûte, et l'on aura'

, .c,
dl\'!M cot a- F + d:t = o ,;. .(25/).

Ayant trouvé etpar l'équation (25/), et ayant substitué sa valeur,dans
l'équation(~5), on aura lè'maximuln de pression P. '

.
'.

.

. 27, Formules dans ,l'h.rjJothèsedesarcs-;-bouta_ns.J'ai ditqù'après
avoir cherché Z dans l'hypotp.è~educoin aVec frott:e~ent, il fallait

_laéhercher dans celle ,des arcs-boutans : deux prinCipes qu~,'oBt,
servi -de. base à la première recherche, s'appliquenf encore à la
seconde. 1°, Il favttrouver l'arc qui s'appuyant 'd'une part ~ la clef

- Sur l'extrados, et d'autre part par son extrémité inférieure sur l'in-
trados, exerce la plus grande poussée. 2°. Cette poussée se trans-
mettânt et réagissantdaris tous les vonssoirs, il faut trouver le,poirit
d'application où.elle produira le plus grand effet,' c'est-à-dire le
maximum de Z. Ainsi on doit avoir, comme da.ns.l'hypothèse du coin

'avec frottement, dZ = 0 et dF;:;::so.
7
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.
'~l ëst, évident, ~n ~ reprenant l'équaÛoh (2o)'dun° '25') qu'on a

,

F - a+~~h. .'. .,..,' /(26):,
"

~
. . ,~ . .

On'remyliradonc la' cOl1dÏliou:d:F, op;lrJ'éqt;~lJO:q.'suivante

d ( Ml ,

) ,,' ( r ,

,
'", à + 'k 'h'

.:
"

(). C'. . . ... 27) ',-

Quant à ,la. seconde' <:bndition. dZ = 0 ,or{obsEjrvera, comme
dans 'lë 'nùmoco précédent; qu'en cherchant'le,m~ximum d~ Z,H
faût f<;1'ireFconsîarit. On (veJT:l~nsuhe. q~e,l'équatiol1 (20) est)a
même que l'équation (22), avec cette différence seulement que l:l
lettre F, qui dans les deux hypotpèses représente le maximum de
la poussée:, 'n'apas la même va,leur:dallstoutes del,l~, quoiq~'éH~
,soit cpnstante dans les deux cas. ,,

' -'
..' '. ".; .

La marche à suivre dans l'hypothèse actuelle estt'donc la même
que daus la 'précédente

"
ainsi que ,la formule des équations. Seu":'

}ementjl f~l,ltohserver que le plu§ souvent lâV"aleùJ"'de' F sera ici
un peu plus difficile à ,trouver, et qu~ de plus le frotteIÎlent n'èntre
pour rien dans le calcul. .. .

Formules d'approximation.

~8. pans les, deux numéros précédens, j'ai donné les moyens
d'appl'ocher de la vraie vaIeurdé Z, autantq1iem nature du pro:"
blème paraît le compoiteb Les calculs ~ faire peuvent paraître longs
et même surpasser la portée de la plupart des Architectes. Je
v;lis essaye,r, <Ia..nscet article, de dOJ;lner, des formules d'une appli-'
cation ,plus facile, et suffisa..ntespout les. besoins dela pratiq'ûe,

-sauf àreCOlJtir. aux articles preçédèns ;,quand6naspirera: '~plus
"

.'~: ". ',.
,; ,.

~

'

.
',"

,'.. . Î -..

" '

.
. . .

d~ précISIon..' .
'

, "., ,.,'
,'" .

"

"

"

.'

", ,',
'

,J e reprends l'équation (22)' queJe mets st>us la 'forme sui..
vante, qu'on, t~rra ;eveIiir' au m'ême~'enrèto'um~nt '~-Ià 'notation
. .,J

- 'e .-. .. -convenue.,' '
~

. . .
,

'

(H + h') F + (h >-li')F.~M.(h.: ,9+ri;)'~N,(h--D + D') :
,

',~ c ,( ,

Z " D
,
+ ' IR Z~. .

'
( ) -

--.;:r. . .r---,'- -:'i"-:'
'"

,;'.~.-~-. .'..~,.'. a. .
, ,

Maintér.ant je l'emarque~que lètèrme (h,,;-' h')F exprime le
mO!l1enl de la poussée F pour faite~'tOu:rnèr (fig. 20) etC fig~ 25)

"
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lA partie de vOÛ.teEF aA, autüur d~ püint,b, ~P- joint ,des nais::'
sances; que le terme -M (b- q + D') est" le ?D?ment del'a~e
SS'FE, et le t,erm~ ~ N (b -D + D') celui de l'aire ~FaA'püu.r -
fairetüurner autüurdu même püint en sens contraire. SiJes de~x

.

derniers mümens ne l'emportaient pas $~1;le preÎni.er, l' éÇ{uil~b!,~
serait détruit, et la vüiIterenversée; düuc les. deuxmümen.s 'quI
Qnt le signe müins ,surpassent le premier qui est PQsitif f ,0.1'1:;t

variatiün de Z ne dépend que <le celle des trüis termes ci-de.ssus ;
dünc Z sera un maximum quand la sümme de ces trois termes sera
uri m'inÙnum, c>est-~-direzéro.. . ,

.Au reste cette cünclusiün n'est vraie qu'en négl~geant l'effet du
ciment qui peut rendre une partie de l:ivüûte adhérente à un certain
püint aux pieds-dro.its : c'est püurcela _que la co.nclusio.n' que,j'ai '.
.", ..tlree n est qu une apprüxImatIOn.

' "

Je fais do.nc ég~leàzérü lasümme des tro.is mümens ci~dess4s,-
ce qui réduit l'équatio.n Ca)'à la suivante:

, (H+h') F~S (Z-D'J+~fHZs (b).,

Nüus seriüns arrivés à cette de.rhiète équation par le 'raiso.nnement
suivant: Si l'on appliquait au point 'deux' forces, l'une verticale'

= S , l'autre hürizüntale = It , lavo.b.te serait en équilibre: dünc la
vo.ûte ~'eprüduit en sens contraire contre le pied-drüit auquel elle
tient par le frottement, les deux fürces d-dessus. Si Qn égale le
müment de F autüur du püint C , à celui de S augmenté de cehxï<Uu
pied-dro.it; on retrouve l'éqùation(b).

On aperço.it que le seco.ndprincipe qui no.us a fait tro.uver l'équa-
tion (b) , n'est autre chose que J'hypüthèse des deux arcs-boutans
embi..assant chacun la demi-voûte. Ainsi les deuxhypo.thèses- rentrent
l'une n.ans l'autre ,quand o.n fait la somme des tro.is mo.meIis èi-
dessus égale à zéro..

..

Cette même suppo.sitio.n do.nne la valeur de F : en effet, elle
exprime l'état d'équilibre de la vo.ûte : cet équilibre düi t dünc avoir
lieu quand la po.ussée est appliquée à la clef. Or, à la clef ün a
.lVI= o., N = S; égalant à zér,o les tro.is momens pour ce point, ün'a

b-D +D'
F..:- a+1.k -IF"""" ..(c),
, ~

en o.bservant qu'alors h'-:' a+ ~k.
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. .Il nerest~ pluS qu'à substituer' cette valeur de F dans l'équa;;
tion~(b); mais il y a quelques observations ~'faire: .cette valeur de,F
n'est pas sa vraie valeur, mais seulement la limite qu'elle ne peut
cx~.~~er; car cette vraie valeur peut être moindre sans qu'il y' ait
rerrversemellt. C'est ce qui :iri-ivè q~and la sornmedes trois momens

-
dont nO.lls avons parléestnégative.Par exemple, si l'extrados est
une lignedroite_borizontale , on a a+ ~k - h-':'0, d'où F infinie.

. Il suit de là .quela limite ti'ouvée-pollr F s'écarte trop de lavél'ité,
quà.nd la voûte est très-aplatie. Nous allons chercher uneautr~
limite qui , combinée avec lapremière, donnera toujours un ré~ultat
suffisamment exact. .

.

'J'ai déjà dit que sans le frottement
-

et l'adh~rence\ toutes les
voûtes non-équilibrées s'écrouleraient: voyons leurs effets sur la
poussée. ,

On a F =M cot (et + 6); quand 9=0.. ona F =M cOlet, et
à la clef, dans les voûtes de première espèce, F::=; dM. d cot et= *

,-

quantité finie. La valeur de F est souvent si grande alors, qu'elle'
renverseràit la voûte sur le pied':'droit ,- comme nous le ven~ons dans

.le berceau circulaire. Le frottement seul s'y 'oppose; car quand 9
n'est pas zéro, on a à la clef F = o. Le maxÙnwn de F n'a plus lieu
en ce point; il s~en éloigne suivant la nature dela voûte et lagran-
deur du frottement:) on explique par là pourquoi les voûtes non
équilibrées ne sont pas toutes renversées.

Dans les 'Voûtes de la seconde e'spèce, le maximum deF' aurait
lieu aux naissances' sans le frottement, et la partie supérieure de
la

.
voûte serait expulsée par la réaction' des voussoirs inférieurs.

Le frottement fait remonter le joint de plus grande poussée, et en
diminuant la valeur de F, il empêche l'e:xpulsionde bas en haut des
voussoirs supérieurs.

Commè l'expression de la po~~sée est différente dans les quatre
espèces de voûte , il est utile de savoir distinguer à laquelle des
quatre espèces un berceau proposé appartient.

Il faut concevoir qu' on ait construit sur la même épaisseur k de
la clef,. un extrados qui rendit la voûté, équilibrée: s'il embrasse
l' extrados propos~ , le berceau est de la première espèce; s'il En es t
embrassé, le berceau est de la se<:onde espèce; si les deux extrados
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'se confo~dent, le berceau est évidemment équilibré : enfin, s'ils se
coupent, le berceau est de la quatrième espèce. On ~ un exemple

de cette quatrième espèce ~ lorsque l'intrados est J;irCl1-laireet que
l'extrados étant parabolique, s'éloigne depuis la clef.

Dans la première espèce, quand on néglige le frottement, la
valeur de F est facile à trouver.' En effet, on a e;:::::;:0; F ;:::::;:Mcot rJ.;

- 0 dM M
'.

dM
.kds

dF=d ( McotrJ.=-=d// . - aIS on a =-(2r+k);
-' o. tang et. 2f

d (dx ) d l
, ,

" 1 ds' ~. tangrJ. = d d- et r, ont. expressIOn genera e est. . d .
~

'.,
. .

. dy'd (d;)
devient,quandds= d.r, r= é~

; ce qui, donne
d ~ ) .'

'.
dy

dM k+ r
.
k' F .

- (d)
d = r ..;i"= .

tang et. '

C'est une autre limite de F dans la première espèce de voMe,
puisque le frottement a été n:égligé. La limileanalogue pour la
seconde espèce est F = Scot rJ., en entendant ici par rJ.l'angle du
joint des naissance.!?

En résumant tout ce qui a été dit dans cet article, on trouve les
fornlules suivantes. /' " '

Formules pour lapremière espèce de berceaux.

S (H + il) .;
+ ~Dk

+
~: = s ( Z - D' ) + f 1HZ.. . . .

1

-

k ( r+ ~k
.

) (H + h;)

.

SZ + UH:Z'. . , . . . . ., . .. ..;. .(28).
b-D+~ .

.
.'

S
a + ~k - h'

, ou ( kr + :ik") < 'il' ( S + 1HZ).. . . ..

On emploiera la première des trois équations plutôt que la seèonde:

S. b - D + D' S k k
. A 1

.

1" d
,

1
a+ -~k - h' < r+ ~ s; et VlCe-yersa : ce a est Ion e sur ce

,

que la plus petite des deux limites de F est la plus proche -de la vrai~
valeur.

La troisième équation exprime la condition du non-glissement
des pieds-droits sur leur plate-forme: on choisira aussi la preJ1Ûère
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èxpressioJ1 du premier membre de ,l'inégalité, quand pn fera. usage
d~'Ja première équation pour détermÏher Z..

.

Enfin; s{ la voMe est très-aplatie, on fera h' = 0 , D'= 0 Ifans la
pre~nière, si eile doit. êtr'e employée, parce que le l1louVeinel'!:t-~e
r'o~ation se fait autour. du point A.' .

.

'. .

Formules pour les berceaux de la seconde e.spèce.- 1

s ( H+ h') b - ~+ .~~= S ( Z - D') + ~j HZs. . . .
a+;;: {- .

Scot et.q-I + h') = S (Z- D') +~f~Z2 .".
b- D + D' .

'

S a + i k - h'"
ou Scot et.< '7( (S +fHZ ) . . . . . . . . .

Il faut faire la même distinction que Ci-dess~s pour le choix entre
la première et la seconde.

'.
.

Qbservations. Tout ce' qÙe j'ai, dit dans l'article précédent s'ap~
plique également aux voûte,s équilibrées. Cependant lorsqüe J'épais- .
seur est très-petite, ou que les' poids des voussoirs sont supposés
concentrés sur l'intrados, il n'y a plus lieu' de chercher le point
d'application de la poussée F pour rendre Z un maximum, parce
que la somme des trois momens dont j'ai parlé pour faire tourner la
demi-voûte autour du point b, est une quantité constante qui devient
zéro quand on y fait F - c (voyez n° 24). Ainsi, pour les voûtes
équilibrées, on peut prendre pour formules d'approximation, celles
du n° 24.'..

.
,

Quant aux voûtes de la quatrième espèce, on pourra employer
celles rapportées ci-dessus pour la première et la seéonde espèce.

Il est encore une observation géhérale à fail'e.' Il n'existe de.
maximum pour, Z, c'est~à-dire un point d'application plus favo-

.

l'able.à la poussée, que dans l'hypothèse où l'on suppose' une partie
de la voûte adhérente au pied-droit; mais quand on considère la
demi-vo~te comme ne formaht qu'une seule pièce, le point
d'application est indifféremment ~'la clef ou aux naissances. 'Il
vaut mieux choisir ce dernier point, ainsi que je l'ai fait ,parce'
que l'équation d'équilibre est p]us sin1ple qll' elle ne le serait. en
choisissant la clef.',

.

.. . .. (29)'
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'Réeapitulati-on.'l~a première chose à faire, ~'ést Ile cçnnaÎlie

la valeur de 6 ou la grandeur du frottement. Dans les pierf€s "de
taille, ,le rapport' '[( du fl'ùtteInent" 'à la pressiori,est environ"~ ;
mais; comme dans la c"onstruètio,h il peut se glisser du sablè
entre l~s voussoirs, ce qui diminue le frotteinèüi, il s'eraplus
convenable, et en même temps plus pfudent de" faire '7(= f,
valeur qui convient aux corps passablement polis : 'cela donne
6,= 18°26'nonagésimaux.

'

Substituant cette valeur de e -dans j'équation (25), ainsi quecelle
de M donnée en fonction de ex.par' l'équation d'intrados, 011 aura
la valeur de' ex.qui détermine ,le .joint de plus grande poussée.Re-
mettant cette valeur de ex.dans l'éqùàtion (25) , on aura celle deF.
Enfin mettant dansl'équatiol). (24) la valeur de F et celle de S donnée
})ar la figure de la voûte; on a11.1'a Z.,'

,
"

Il faut observer que la valeu~ decF, est aussi ceJle de la pressio,n
qui a lieu à la clef, chose, essentielle à connaître, puisque c'est
par elle qu'on saura si la pierre dont la résistance est censée connue'
par l'expérience, peut soutenir, sans s'écraser, la pression qu'eUe
éprouve à la clef. Quant à celle qui ~ lieu aux naissances et .:1Ja
base du pied-droit ," ellen'estautre chose ,dans le pl~emier point;
que le poids de la. del}.1iLvoûte ;et

.
dans le second, celùi: de la denii~

voûte augmenté du pied-droit. C'est faute d'avoir calcul~ cette
pression que les 'colonn~s du Panthéon-Français se sont écrasées
dans leur circonférence, ce qui les a fait affaisser. Enfin il faudra

, chercher par la formule, (25'), la position du joint qui éprouve
le maximum de préssipn et la v3;l~uf de ce maximum, afin de con-
naître la plus grande pression qu'aura à supporter le voussoir le
plus pressé. ',,'

Après avoir trouvé le maximum de Z dans l'hypothèse du coiil
avec fro.ttement, on pourra le cbercher dans celle des arcs-boutans
du n° 25. Pour cela, on emploiera le procédé du n° 27' bn choi-
sira alors le plus grand des deux maxima de Z fournis par ies deux
hyp~thèses.

"

"

'Si' hv~ûte est très--surhaissée , l':r:ypothèse des' arcs -boutans
pourra. donner le plus grand des deux maxima~ 'M. ,Perrollnet ,:1
ohservé que dan~ les grandes arches très-surbaissées, il se faisait
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trois ruptures , la première à l'intrados de la clef, les deux -autrfS

. près .des naissances à l'extrados.' .

Il est en effet difficile de concevoir que les pieds-droits puiss~nt
éprouver le plus petit mouvement de rotation, sans que la voûte
s'ouvre à la cléf. Day.sl'hypothèse -du coin sans frottement, on ,est ,

obligé de supposer dans Je contact des deux joints de rupture un
petit globule, mouvant par lequel se, transmet la poussée. Horsc,e
cas, onnepeut se dispenser d'admettre le. frottement, ou ])iènil
faut renoncer à l'hypothèse du coin. . -

Dans la section suivante, les applications que je feraiacheveront
d'éclaircir la,théorie. Je terminerai celle-ci par'une remarque impor...
tante ; c'est. qu'il n'y a réellement que ,deux hypothèses, ceIlê .du"
coin et celle des arcs-boutans. En' effet, si on suppose un nombre
pair de joints de rupture, il n'yen aura poi,nt à la clet; deux joints
symétriquement placés, formeront touj011TS un coin; un de ces
coins sera celui de plus grande poussée; cette plus grande poussée
sera celle' qui se transmettra au centre "de rotation du pied-droit
et qui réagira à la cIef; il faudra ensuite chercher son p~int d'ap-
plication le plus favorable pour avoir Z: c'est précisément en quoi
consiste ma théorie.

Si on suppose un nombre impair de joints de rupl~re; ils' en
trouvera un à la clef.' Chaque moitié de voilte sera,partagéè en
arcs-boulans. La poussée qui aura lieu dans un point de rupture
pourra être regardée. C~)ll1meprov~nant de la réunioJ). desarcssupé-
l'ÎtmrS dont le plus élevé butte à la clef. Il existera un maximum de
poussée qui sera encore celui qui opère le renversefi!:ent Il faudra
ensuîte cl1ercher son point d'application, puisque cette poussée Se
transmèt et réagit dans tous les points :on aura 'ainsi le maxÙnùm
de Z. Il est donc vrai qu'il n'existe, comme je l'ai dit ,que:deux
hypothèses différentes~ Il ne doit pas paraître JI10insêvident que le
renverSeInent se fera par celle des deux qui offrira le 'plus de facilité
à la force de lapesanteur.. . ...

Au reste tout ce que jè viensa'exposer dans cet arficlesuppo~e
qu'on peut trouver la vraie valeur de Z; mais il faudrait pour cel,a
que le ciment f1'Jt susceptible d'appréciation ,èt que l'action du .

frottement fût bien connue; comme rien de tout cela n'a .lieu , il
s'en:suit qu'il faut renoncer à troUVel' la vraie valeur deZ', et se

'. contenter
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contenter de la ~i~ité fournie par réquation .c28) ou. (29), etpar

celles des nOS26 et 27'
"

,',

"

,

Dans le 11028;1a demi-voûtee!'tc~nsée agird'1,1.ne seule pièce;
datts'les articles 26 et 27, on a supposé que la pou~seeprovenait'd~
coin: ou de l'arc capable d'e~ercer la plus grande, ctde plus, que la:
voûte s'ouvrait dans le joint qui favorisé le plus lë'renvers;ment,
tand,is que ~a partieînféri.eure restait adhérente au pied-droit: ce
ne sont làqU:e des hypothèses que beaucoup. de causes accidentelles

- peuvent détruire; elles ont toujours l'avantage de bannir l'arbitraire
dans la position du joint dé l'u:pture et' de fournir des limites de Z
5uffisante~ pour 'lafratigue. '

SECTION IV.'. .
"'. ." '.' -

-..

'ApplicatiQnsà différ~'.lt~s e$pèc~$ de voûtes.' ,

. < .'.:::';~~. ."~.. \~

29. Berceau cylindrique. ,Comme dans lês hypothèses de,s arcs";
bout~ns,et ,de la Hyre , ona besoin de connaître le centre de gravité
d'}.l,ne partie ,de la votlte d()~t je, suppose ici l'épais~eur, ,constante, .je
comnienée par ce problème préliminaire.' ,

Il s'agit de trouver la io'sition (lù èenire de gràvité d'un espàéé
ou :portion de couronneci:~'culaire EFaA (fig. 23) formé .pai deux
arcs de;cercle concentriques et par deux portio~s de rayon,

'

J'imagine cet espace décompos~ en trapèzes infiniment petits , tels
que A.f:,.'.a'.a.Les centresd.'inertied:e t<;>usces petits t~apè~.es seront
placés surun arc de cercJe KLqui sera;égale~ep.t chargé partou~
du poids de ces trapèzes. Lil question sera iédu.ite à trouver le centre
a;inertie G de cet arc KL, lequel doit être placé sur le rayon OR
qui diyise en deux également l'angle O.

.
,,' "

Soit AO = b , Aa = k, angle AOE = b: on trouve aisément que

' K "

,,'l' k 3b+k' O' . .
.

OG
'bR..KL,. p,

a", ,5 2b + k'
n Salt ensuite que. ", arc KRL

; malS b etaQ.t
, ,)

."

,
,,"

'",'" ' " '~~prlII.1é7 en parties du rayon l
"

Qn,a.,arë KRL -- r; .OR ide -plus;
i\..L

"

2 sin ~'b .OR etOg'. == OG.cos1,~..On déduitais:ément de

C,
.'

, esv~leurs' 0 '.- ~ . .pab~+ ab"+ h~
--- D

., .' .
" :.. , g -- ;)smb , ( 2b+k) -.

8
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"
Quand la contonne est d'un'qu,adrant, cornm~ dans la (fig. Z2J,

.' 5 "!A 5b" + 5bk + k"
on aSlnb - ,1;b ~ I,' ,708 e\ D =5 i m (2b',*" kl .

, Cette vàleur de D servira àJaireus~ge de l'hypothèse du coin da
I.a.IIyre et de celledesarcs-houtans.'

'On déduit aisément de la v~eur deD~ en observant que b =goO-ct;
rexpressidi1de 1= EL(fig. 21), employée dans l'hypothèse des
a:rcs-.:houtans du n° 25, et l'on tro'Çlv.e '

. ,2,
'
.

5b' + 5bk + kt
l ;;;=b SIn ,r/,-:-'5'(1 -- cos r/,) et (2b + k) .'l~..:

En substituant la valeur de D dans l'équation (18) du n° 22,
ainsi que (b+~ k) 'cosCt. '{>ourh"etl,pour f, on a la formule
:mivante qui' dispense ,de,chércher 'le-centre de' gravité dans l'hy-
pothèse du coi?, sans frottement. J'ai faitpoura~rég~r,

"b+~'k
"

b';5, 14î6 - m;
, ,

Z '.
2mkb' ,

+
~(

::=;; -.
4ï('

.,

V~kb'r/,.cotr/,+~'~~ - m~b' +,2k;;et(5b'~5bk+k")+ m:~~'2,...:,

,~ . . . . : "
. . . ',',... . . . . . ., ",' . . . . . ;" .

:
"

"

. . . . . . : '. . . . : . . :. ...~ . . (a);

IL faut, calculer '(j;'en.partie du rayon' 1; et. non en, de-grés. Si l'où
faitr/,=45° .,.0,7854= ~m, on a 'sin ~;::zt.()'707; c'estPhypothèse
&l.ela ,Byre.

, ,

Sil'on appliq~e aubercMucylindrique ,les réflexions'des nOt 25
et 26; onreèoImaitqu'il Cst de la première espèce: d'ailleurs
~" ",'~':"M' .. .eth (b,+'i,k)'" . '. ',;
l'expresslon-,--,-qmest IC!,,,:" ,faIt vou' ,evldemment

"

;,

",
",tanget.,.,

'
'...,:1ang<t

"

..

'

qu'elle devient un maximuin ~la :clefoU: c(.'= labg C(." résultat
~onfoTme.

c
,

, ,
'

.

"

Si l'on venta.voir la v:aleut9.e Z:dans l'hyppthè.:;e'ducoÏ'nsans.
lr?tteinent, auquel càs le m.a.ximum ge p()uêsée a. I\eu1t,la ,clef, o~
â~r4l\'[

,
o';N":S ~'~mkThc+îk);F _k Cb+&k);h

"
Œ+~ k);

q:'-:'-0,et pour D la valeur trouvée ci-dessus ppùr le Cas du quàrt dé
cercle. Substituant dausI'équation (22) OU (28)

"
eÙaisânt ~ pQur
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abréger, b + î k= b', on a la suivante '

"

59

. , . .
'!i .

- ,-'.
Z-

"

- mb'k
+ . / m'N°k> +

'

,

~ (o 8584'b
,

'~ + ' '!- lb'k+2'b'H+" !-'k'
,
') . ."',

: -:- 2fH' V4f>W IR'
"

. n. ~
'.:

;:..
'. . . . . . . . , . . . . . . . . . . . '. . ." , ;'.'. . . . . . . . . . . . - . . . . , ,

"
~ (b)". . . . . . . ..,'" . .'. ... . ,.,

-~. . . .
'. '. ".

.

On retrouve cette même équation eu faisant dans l'équation'(a);
(t = 0, comme cela doit être à la clef. Au reste cette équiltion Cb)
ne donne que la plus grande limite de la valeur de' Z, puisqu'eIiè

- suppose le frottemént m~l, ce.qui est ,faux., ,)

Oll pr?uverait que quand le frottement est nul, c'est à la clef,
qu'on a à la fois le maxim,umde poussée, le maximum deZ en fai..
sant varier la poussée, ou en la regardant cOIDll1;eco~slante; mais
~ette considération n'est que de pure curiosité. . ".

.

'
\'

Si d'après la valeur de F = k (b' + t k) , on cherche par l'éqtui.:io
'

~ion (17) la condition d'.équilihre entre, la cleLet lademi--voûte,
on trouve k - 0,82 18b, C,e résultat fait voir que sans le frotte~

\

!?1ent, il faud~a:it que l'épaisseur. kfbt presque ,égale au rayon b ~

pour que la 'clef ne reJ;lversâtpas l:idemi:-yobte sur le pied-droit,
en lasupposantmênie d'un~ seule pîèèe. Mais le, f,rott,e~le~t réI1d 'l~
voussée n~lle,à la clef, et s'il y existe une pression ,elle n'est qu.e
l'effét de la réaction desanttês voussoirs. ' .,'

';

Si on veut employer l'hypothèse de deu,xarcs-houtans enihra.s;'
~sant chacun, la ,dtmi-'Vobte , . oni les formules suivantes pour
l'équilihre, de rotation et la 'condition du non-glissement des pieds--
,droits,

,

'~,2854k( b +: k) H = 0'7854k(h+.~ k) Jb+ fHZ2,. ~
,

}

'

..".. Cc)"
. 0,2854 ( b + î k) < 'l((0,7854k( ~.+ 2:k)+ 21HZ). . '. ',:
. Je n'a~ rapporté ce qui précède que pour donner unexenlple de

J~. manière de se conduirepourdiscnter unê voûte dans lesdiffé-
,-

"

'.. ,."" '-c., "..

"
-', ',-',.- .

.rentes hypothèses. Je passe ,maintenant -à l':ïpplication de~es fo1')-
~~11Ules\25) et (.~8) des nOS26 et 28 ,qui me paraissent ;préférahl~s
:a.tous egards. . .

. ,',,

L'équation (23) qui est F = Mcôt (6 + (t)'devieiH,ifi
F =k (b + ~k) <X.cot (9 + (t); on a 6= 18° 26' : on p"eùt cher~
cher le 1J'taximllmde F, ,soit par le tâtonnement, soit par l'équation

,

èl = sin (e + et)cos ( e + ~ )', à laquelle' on àrri vé en éga13.ri.ià
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zéro la différentiéUede F : on trouve d;:::::2g" environ; c'est l'angle ,

qui donne le coin de la plus grande poussée. La valeur de F devient
F=0,464gk (b+~k). Faisant donc S= 1,5708k(b+'{-k)=I,5708b'k;
F, ...::.0,465b' k; h' ...:.-0, dans la première des équations (28) ~ on aura
les formules suivantespoui' l'équilihre de rotation et le non-glisse-
ment des pieds~droits,

-"

,

"

,Z -- l, 5708b'k>
+

"

/ (1,5708)b'2k" +O,90b'k
+

6,2852b'kD' '

,'

,

"- J H
'

V J "H" f fH' . .
}

.. .(d).
,o,465b'k <.r;( ( 1,5708b'k + fHZ) . . . .. . .. . . . . . . . . . . ..

. '. On voit par la dernière qu' en faisane r;( = -j, le pied-droit ne
~auraitgli~ser sur sa hase; on voit aussi, en supprimant le terme

fHZ, que la voûte ne peut pas non plus . glisser SUl' lepied~
droit. '. '. -

)'
. - .'

':
Je terminerai cet article pal' un exemplenumérique, Soit b~50;

JI - 40; k =:I.
Si l'on fait,a-450( ce qui est l'hypothèse de la Hire) dans l'équa~

1ion Ca)" elle donne Z = 6,56.

Si dans la même équation on fait à 0 , ce quièst l'bypothèse
du coin sans frottement, elle donne pour le maximum de Z, Z=7,g4;
l~équation (h) aurait donné le mêm.e résultat.

.

Si l'on em.ploie l'équation Cc) , ~e qui est l'hypothèse de deux
;arcs-houtans comprenant chacun ,1~ÇdeIni-voûte ,on a ~-4,g-2.
Mais il faut ohserver que ce n'est pas l'arc-houtant de goO qui
donne la plus grande poussée ; ,l'arc qui la donne est variahle et long
,.. .~. . . -

"a trouver. . .
\ .

-"

Sion fait usage de la formule (d) , on a Z =4,48. .

. Enfin par la formule (28) du TI° 28, on trouve Z=5, 10. .

, Ce dernier résultat est celui qu'il faut préférer ; Il donne la limite
~

'..
.

--.

-de la plus grande valeur de Z: sila formule de la Hirèdonne une
valeur encore plus gran4e~ c'est parce qu'elle est fausse ; c'est parc~

,qu'elle ne tient pas éomptedu frottement: si On ya égard, 011a un
résultat plus faible. .

50. Berceau en demi--ellipse. La figure ~4représente undemi-bel~-
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ce~u elliptique qu'o~ a construit en tl'açant d'abord une ellipse a.b?
et en lùi menant ensuite deux courbes parallèles, à égale distance.
par cette construction, l'intrados et r extrados n-e sont pOInt des
ellipses, quoiqu'{ls aient la même d~veloppée qu'elles.

G~tte voûte est de la pren1ière espèce, et sans le frottement, la
clef exercerait le maximum de poussée: cette résistance éloigne le
maximum de ce point. Il faudra trouver F par l'équation (23), en
observa~t .qu'on a -

ici M == ks : ce calcul est assez long; on trou-

vera ènsuite'Z par l'équation (24).
. 1

.

Si l'ellipse est surbaissée, il' vaudra niîeux employer les formules
(29) déduites de l'hypothèse des arcs":boutans. Si l'on Véut biter la
longÙeur ducalcul ,on pourra supposer que le maximum de F a lieu
aux naissances, ce qui donnera Z un peu trop petit. L'arc-boutant

. embrassant la demi-voûte, le calcul devient très-simple au moyen
des tables ci-après. La première donne la distance .D de là montée à
la verticale passant par le centre de gravité.duquart d'ellipse; la
seconde fait connaître la longueur s -de ce quart d'ellipse ,et l'on a
S == ks. Dans la pren1ière, Ob ou b' .a 'été.. supposé = 1 ; dans-la
seconde, le denl.i-grand axe a,été fait = 1.

On verra que dans l'hypothèse àes arcs-boutans embrassant chacun
.

1 d
, . - A l

, , .
() d d

,

F ks ( b - D )
a eml- voute, equatlOn 29 u na 28 onne = cz+1< .

Ayant le~ valeurs ÇleS, F, l'équation (29) devient

ks . / k",s" '2.F 2.k's'
. .

Z == -'rH + -v plI" + f + fH ""

}
. .. .. (a).

F < 'T.( ks + fHZ ) . . .. .. ~ . .. ..
Ces formules supposent que le centre de gravité de l;aire SS/aA

.est le même que que celui du quart d'ellipse a.b : cela serait rigoureux,
si l'ellipse passait par les Centres partiels de gravité de tous les
voussoirs; mais l'erreur est peu sensible; d'ailleurs il sera{t aisé
de la corriger.

'

.

Là valeur de Z donnée par la fOI'D'iUle(a) sera un 'peu trop petite.
On aura la plus gl'ande limite en employant l'hypothèse dn coiu
sans ~rottement, c'est-à-dire les équations ( 28) du nO 28.> qui
fourmront les formules.. suivantes, en observant qu'iei on'~



a' D
~a' D

1
ti' Dia' , d~ [

GU montée ou distance ou montée ou distance ou montée oûdistance
IOU

m~ntée ou Istance
~- ~G'. 1 moyenne.moyenne. OG' moyebne. OG',. moyenne.

' OG'.
1.

0,0 0,5000 0,7- 0,5999 1,4 0,6720 2,i .0~7098
--

0,1 0,5ü55 0,8 0,6155 1,5 - 0,6788 2,2 9,7151

0,2 0,5198 0,9 0,6255 1,6 0,6851 _2,5 0,717°

0,3 0,5565 1,0 0,6366 1,7 0,6910 2,4 0,7205

0,4 0,5554 l, l 0,6464 - 1-,8 0,6965 2,5 0,7256

0,5 0,5698 1,2 0,6559 --],9 0,7°14,

0,7°570,6 0,5854 1,5 0,6644 2,0
""

62 THÉORIE,

'b".r= ".. Q

~=-;~ + v';:~, + j e:" +k).. "

1

-kb's] . .

"

Cb).

7' + ;:ks < 11' ( ks + fHZ) . .. .. .. . .. ..

Supposons, pour faire ,une application des tables, b =-8; ~= 2 ;
a~7; d'où a' ' 8; b'=g. ,-

-,
,

- -
Lt: h' de la' table ayant été surp,osé ~. 1~ il- faudrà aussi faire le

a' de la table-.~ = 0,8888, pour avoir la valeur corresponda,nt'e
de n. Je prends dans lapretnière table, la différence 0,0122 entr~
0~6155 et 0,6255 ,nombres correspondans à 0,8 et 0,9, entre
lesquels 'tombe 0,8888 ; puis je fais cette proportiollo,g':'- 0,8 o~
-0,1 : 0,9- 0,8888 ou 0,0112 ':: 0,0112: un quatrième tenile qu'on
trouve- être 0,0014 ; retranchant ce nombre de 0,6255, il v~ent
0,6241 qui étant multiplié par g, donne 5,616g pour la valeur d~]).

En prenant de même des parties pr~portionnelles dans la secônde
table/,' on trouveras-I 5,565. Il nèreste plus qu'à sUhstitûér lès
'valeurs de n'et s dans lesfortnules ci-dessus. ' ,

,Table pour-la détermination du centre de gravité d'un quart d' ellipse
~

. - lademi-baseb'étant un. '



- --'..

0,°° 1, 0000 0,30 1,0967 0,60 1,2764 0,90 1,4933
.

-

0,05 1, °°75 0,35 1,1227 0,65 1,3106 0,95 1,5318

0,10 .1,0188 0,40 1,1506 0,70 1,5456 1,00 1,5708

0,15" -1,0'357 0,45 1,1892 O/i~ 1; 3815

0,20 1 0519 0,50 1;2110 0,80 1,4181

0,25 1'°730 0,55 1,2433 0,85 i ,4554
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Table des longueu/'s des quar~s.d'ellips;es dont le demi-grand a,x~
est un.

- s s - s s
- De~i ou longueur Demi ou longueur Demi qnlougueur Demi ou longueur

petit axe. du quart petit axe. du quart petit axe. du quart petit axe: du~ ~u~rt
d'eHipie; d'ellipie. d'ellipse. d'ellIpse.

:5 1. Berceau paraboliqué. Supposons que la vbûte /représentée
par la:figure 2.5, soit fOrmëé d~une parabole a(;, à laque-Ile on a
mené de part et d'autre êt-i1égale'distance, deux cot1TbespariIIèlés;
pour avoir l'intradôset l'extrados qui ne seront pas des paraboles,
quoiqu~ils 'aient la même développée qu'elle.

" .
.

Enfai$ant~O~...:-. a', Ob' =b', et Conservant les autresnotaii6ns,
, ,

'

"

'b"x
'

,:

l'équation de la parabole" (J.bsera yS ' px = 7- : on aura M = ks;
'.

dx 2)1 '
d' M

. - 'kps'
.

1
. .,

h
'. 1tang a = -

d
o

,

= -: onc - ;::::::,-: a. poussee orIzonta e sera
!Y p tang à. 2Y, .'

un maximum quand '::en sera un, c'est-à-dire à l'infini surla courb'e:y .
la voûté est' donc dé la s~ëonde egpècé, ainsi qu'ou pouvait le âé-
duiredes principes des nOS 26 et 25:

.

'.

Il faudra chercher F par l'équation (25) dàns l'hypothèse du <foin
avec frottement, et par-l'équation (27) ~u n'" 27, dans- l'hypothè.Sè
des arc s-boutans ; je ne rapporte pas ces. calculs auxquels on ne dôit
avoir recours que lorsqu'()naspire- àbeâucoup- d'exactitude. Il sera
s~ffisant pour l'ordinaire, de chercher F par l'équation (26) del~
sècop.de hypothèse. - ' . .
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Ayant trouvé F, l'une'oul'autre des équàtions (2g) et (28) ~on".

nera Z en y substituantles valeurs d€iD' et S= ks. '

D
,

AR ' A P' kdx, . D
, a'k

On a= = Qsma= -
d '

qu on trouve .etre = V
;

2 S 'b"+4'a"

on pourra se contenter de faireD'= i k; on a aussi s- fJ Vp'-t-4y'.
intégrale qu'on trouve être

'

~. Vp'+ 4y' +~log ~(2Y+ Vps+'4r~),

'bs
et qui, en mettant b' pour y, et a'

pour p, devient
,

s = ~ V'b' + 4'a' + ~b;, log ï1 (2;a' + v"b"+4'flS):

Il faut se rappeler dans l'emploi de cette équation, 4è multiplier
les logarithmes ordinaires des tables par 2,502585. -

"
Si on. veut avoir la limite de Zenllegligearitle frottenïeI).f, on

prendra la vale1,lr de F donnée par l'équation F = S c<;>J qc..
.

?~'
, : .

"Poui- avoir la pression P qu'éprouve un. voussoir quelconque, 'PU
. fer~ usage des équations (25), (25') du n"26. '.'

, 'Après avoir. rapporté les différentes formules propres:à faire
trouver Z, 'il faut toujours se souvenir que cette vraie valeur i/.e
f.est 'impossible à trouver, et qu'il n'y a rien demie'Ùx à faire
que d'adopter la limite donnée pal' les formules (2g);il faut'ap~
pliquer cette conséqllençe~u'" v9lÎtè~ dQntje parlerai dans les
ilr~icles ~1,1iv~ns. ' ."

,"

'52. IJerceau en chatnette.La figure 25 représente iciunb'ercemi
construit en menant à la chainette 'ab 'deux courbespara:Uèles.

'J'ai démontré dans les nOS 15, et sui vans, que ce berceau est
équilibré; ainsi les formules du .n"}4 )'appliquent à ,la voûte
proposée. .

." .

En ëonservant toujours les,mémes 11otations~. on. a 'ici M -' ks ;
'tanget.= ~; =' ~

(voyez le riOi
~ ).L~ rayon de courbure de là.

chaînette
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cIla1nette intermédiaire à la clef, ou l'= C ( voyez le même numéro) ;

" t 1
.

d
,.

t d -J-C Ik'K-k'D/_lksinlX.-.!.kdx-
ks ~e ce Ul lUl'a os- - -~ , -, -2" . -", dS-2(a'+C)'

h'=bR' =.!. k
dy

= ;ke ; s = V' a"+ 2a' c~ Quant à la valeurde c,
'" ds a +c

~lle est donnée en fonction de d et b', qui sont ici ce que a et h
étaient dam le n° 15. Enfin, abstraction faite du frottement, on, con.
naîtra toutes les quantités qui ~ntrent dans, les formules (21) du

n° 24 ou dans ce cas r = C- ~k. En faisant les substitutions dont

rai p~dé dans les formules du n° 24, elles deviennent, "

(h'+ H) (s"'-'a"') ~= 2ks (Z -D')+!HZ"'.. "

1

ka, . .-~~-. Ca)..
( s' - 1a") ël< '7((2ks + ?j'HZ). . .. . . .. . .~.. .. ..

'

EXEMPLE.Soit a'= b'= 50,5; k= 1 ; Hf==: 40 : il faut d'abord
'trouve.r la longueur s de la demi-chaînette Cl.b. -,

-

Je cherche -dans la table du n° 15 l'endroit où x et y ont entre
eux le rapport 1 qui est demandé: je vois que cela, aura lieu pour
x entre 46,00 et 40,95, et pour y entre. 40,24 ~t 40,62. Soit q la
fraction par laquelle il faut multiplier Âx -0,95 et Ay == 0,38,
pour que x et)" augmentés de cette fraètion de différence première,
deviennent égaux: on aurax+qAx=y+ qAy; d'où l'on tire

q==
y-x. Ona dans le cas 'présent, q= ~Z==0,44; qAx_o,40;

~-~ . ,

'

qA)" == 0,16: donc les nouveaux x et y intercalés dans la table, sont
égaux quand ils sont chacun 40,40; mais alors.s devient s+ qAs',
c'est-à-dire 60,44.- Il pe reste plus, pour avoir les valeurs de. a', c
et s, que de multiplier 40,40 ;6?,44 et le c de latable

"

25 par

4~~4~ou 0,755; ce qui donne s =45,65; ()
= 18,89'-

Mettant donc dans l'équation (21) dlln~ 24, 1pOllr k; 50,5 pour-
a' et h' ; 40 pour H; 45,65 pour s ; et pour c, 18,8g, valeur qu'on

. . , , ,. .s!2- 'a2
auraIt aUSSItrouvee par 1equatlon o=---,-,on trouvera Z=5,19"

2a
'

Nous avons vu dans l'article du berceau circulaire ,que l'hypo-
thèse de la Hire a donné-Z == 6,56. Le frottement a été négligé
dans les deux cas.

M..Bossut a donc eu tort de dire (J?ynamique, équilibre des voûtes,
, ~

9
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)1°9, pag: 599), que ~es vO
d
ûtes ~n ch~în

l'l
ette ont ~n

d
e poussée cons

I
i'"

dé'rahle, puisqu on VIent e VOIr qu e e est m01l1 re que pour es
berceaux en demi - cercle. Les constructeurs doivent ~ sous tous
lès rapports, préférer la chaînette pour les berceaux, à ~oins
qu'ils .ne doivent être chargés 'de poids étrangers qui détruiraient
l'équilibre. '

,

Quant au gliss~ment; il sera aisé de vérifier qu'il n'yen aura
pas.

'
, . ,. ;

M. Bossut e~t tombé dans une autre 'erreur: il a pris 'pour in~
trados urie chaînette, et au lieu de lui" mener intérieurement et
extérieurement deux courbes parallèles, il n'a mené que celle
(fui est extérieure: j'ai fait voir qu'alors le berceau n'est plus
équilibré. ~

'

,

Je finirai cet article par un problème qui n'a pas un rapport im-
médiat avec notre objet, mais qui est curieux. On demande quelle
lo~gueur il faut donner à une corde pesante qui doit être attachée
à deux points fiies situés à la même hauteur, pour que la tension
ou l'effort qui a lieu en ces deux points soit la plus petite possiblè.
On sent que si la corde est très-<::ourte, elle exercera un très-grand'
effort; qu'il enserade même si elle est longue: il existe entre ces
deux extrêmes un minimum qu'il faut trouver.

1
. d '

'1 d ks ksds
' ( )On verra que a tensIOn e a cor e est -;-, ou _

d 'oU n° 15 ;sm CI. , x

k ( a'+ c) : ainsi la quantité qui doit,être un minimum est a' + c.J'y
substitue pour a' sa valeur en h' (voyez ne 13) ; je différentie mlsuite ,.
en faisant varier' c et regardant b' comme constant : égalant la diffé-

2b',
.

"
, . - - b'+c , . \

rentIelle a zer~ , on en tIreeC = b' ,c: on trouve que pour satIs-

faire à cette équation, il faut que' h' valant un, c soit
1

55'
et

1,199

~lors la valeur qui en résulte pour a', est 0,6751 ; c'est-à-dire que
la distance du point le plus bas de la chaîne à l'horiz'ontale pas-
sant par les deux points de suspension, doit être environ ie tiers de
la distanêe entre ces, deux points. Ce résultat peut avoir des applica-
tions utilesda~s la Mé~anique.

-

'

Si l'un des bouts de la corde étant fixe, l'autre était roulé. sur un
:1r~uj.lsitué à même hauteur que le point fixe , la puissance appli-
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quée à la manivelle du treuil serait un minimum, lorsq~e le rap-
port trouvé ci-dessus entre a' et b' aurait lieu. La pressIon qu'une.
voûte équilibrée, abstraction faîte du frottement, exerce sur les

imp ostes est -,!- : elle est dont aussi un minimum quand le rapport,
sin"

~i-dessus existe entre la base et la montée..
.

.
Au reste il ne faut pas confondre la pression avec la poussée; celle-

Ci est constante et a pour expressionkc ; elle est la même pour un
arc quelconque de la, même courbe; elle àugmentedans le rapport
de cquand on passe d'un individu de la même famille à un autre.
Ainsi c étant le rayon de courbure à la clef, il s'ensuit que plus la
voût~ est aplatie, plus la poussée est grande. C'est p;r la même
raison que plus une corde approche deJ l'horizontale, plus sa poussée,
c'est-à.-dire l'effort qu'elle fait horizontatement pour rapprocher les
deux points de. suspension ,'est considérable.

.

55. Berceau parabolique équilibré. Dans le ne 51; le berceau
paraholiquen'était pas équilibré: ici 'l'intrados est une parâbole,
et l'extrados a été calculé d'après le n° II, de manière à faire dé-
croître l'épaisseur depuis la olef, afin d'ohtenirun berceau équilibré.
Ainsi les formules qui conviennent sont celles du n° 24, abstrac-
tion faite du' frottement.

'.

La' voûte proposée est représentée par la figure g. En conser---
vant' toujours les mêmes notations, on a. ici le rayon de cour-

1 b~'bure à la clef, ou r =- p = -, et, de plus (voyez le nG'51},
. 2 2a ,

D
, ak

' h'
, ~bk

'. 2a S b
. -,

l.= d=; ,=./.. ; tangct= -
b, "

u stltuant ces v::! eurs
v b~+4a~ v 'b~+4a~

. . T

dans les équations (21) du n° 24, On aura celles qui conviennent au
berceau proposé.

/

M. Bossut (D)~namique, n° 19 ,'pag. 408) suppose que toutéS les
forces agissent sur l'intrado~ , ce qui revient à supposer; que l'intrados
est éhargé de tous les poids. des voussoirs, comme S"ilsy étaÜmt
attachés par aes fils, et que la voûten'eftt aucune épaisseur ; on voit
que c'est Une erreU:r: il. en a conm'lis une autre, im -faisant, dans la
figure, croître l'épaisseur depuis la -clef. Au reste cet Auteur n'a
jamais fait entrer le frottement dans ses calculs. J'ai donné Je~
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moyens d'en tenir compte lorsqu'on aspire à plus d'exactitude. Je
,n'aurais pu entrer dans ce détail pour chaque espèce de voûte, sans
passerles bornes que je me suis prescrites. ,

Au reste, il fautotoujours se flippeler que le problème de la
poussée ne comporte que des solutions approchées. Dans l'im-
possibilité d'avoir la vraie valeur de Z, ce qu'il ya ~e mieùx à
faire, c'est d'adopter la limite fixée par les formules que j'ai
données.

54. Voiltes en arc de cloÜre. Je ferai usage dans cet article et
dans le suivant, de l'hypothèse desarcs-boutans, parce que la limite
qu'elle fournit procure une solution assez approchée. - -

Pour' concevoir la voûte dont il s'agit, il faut imaginer deux
demi-cylindres d'égal diamètre, .se penétrant l'un l'autre" de
manière que leurs axes se rencontrent perpendiculairement, leurs
deux surfaces seront partagées en huit nappes, quatre égales par

- dessus ou en dehors, et. quatre égales' en dedans: les quatre pre-
mières forment une VOûte d'arête; les quatre dernières, la voûte
en arc de cloître. N ousallons examiner les conditions d'équilibre
dans la dernière espèce.

La figure 26 représente le plan de la voûte; ABB' A' est le quair.é
recouvert par la voûte; AOB, BOB', B'OA', A'OA, sont-les pro-
jections dès quatre nappes cylindriques, qui se manifestent en forme
de pyramide, à la clef dont 0 est la projection; la première et la
troisième appartiellilent au même .

cylindre; la seconde et.]a qua~
trièrpe fontpartie de l'autre cylindre.

La figure 27 représente la section faite pàr un plan verticalélevé
sur'la ligue T'J" (Hg. 26) : on y voitque TP est l'épaisseur desmu-
railles ou pieds-droits, Q~ l'épaisseur de la voùte; que PQrR,
P'Q'r'R'; sont des portions de la voûte appartenantes aux nappes
AOB, A'OB'.' .

Cela posé ,voici comment on peut concevoir l'équilibre de la
voûte: chaque nappe est composée de tranches par des plan~ ver-

/

ticaux pe!,pendiculaires à l'axe du cylindre,- et chaque voussoir d'un.e
même tranche a deux faces dans ces plans, et deux autres dirigées
à l'axe,



DE VÉQUILIBRE DES VOUTES. . 69
,

Imaginons quatre points symétriquement placés sur les arêtes de
Ii voûteet , dont M, M', N', N,. soientles projections; à ces quatr~, ,
points ahoutissent huit arCS égaux de la voûte; ces 8 arcs secontre~
})alancent mutuellement deux à deux: ainsi (fig. 27) les deux, al'CS

PQI'R, P'Q'r'R' se font équilihre, en s'appuyant, d'une part, contré
-

les pieds-droits , de l'autre, en se poussant par l'intermède de la poi':
tion rectiligne de voûte' Rrr'R'. . , '

,Il s'agitd'évaluetl'effet de l'arc PQrR pçmr faire tourner l~ pied-
-,droit autour du point C, et 'de sommerla poussée de tous les arcs
pareils pour avoir l'effettotal. On suppose que la muraille qui fOrIne
lepied'-droit, est liée de manière, à ne former qu'un seul massif;
car on sait que les poussées des différens arcs étant variahles, si le
pied-droit n'était pas d'une seule pièce, il pourrait être renversé
dans l~ partie du milieu ~ sans l'être dans les arigle~.

Soit le rayon intéiieur des cylindres:;::::::l- AB= HP = 'a, l'épais~
seur PQ de la voûte :;::::::k,Ja hauteur dés pieds-droits PD ~ H ;

leur largeur DC:;::::::Z, GG; la verticale qui passe par le ,centre G
de gravité de la' pO,rtÎon de vo4te PQr:fl. ,RM = x.

,-
,

Il faudrait pour résoudrel€: prohlème rigoÙreusement, chercher
le centre de gravité de l'espace PQrR, ce qui conduit à des résul-
tatscompliqués : nous supposerons que ce centre est le même que
celui de l'arc Ctbdont le rayon esta + i k, ce qui est sensihlement
vrai; n?us supposerons enC0re ~.-pour la f<tcilité de l'intégration~
que la portion de voÙtePQr~ s'appuie, par le point CL,au lieu de r,
dans l'instant de la chute, ce qui est suffisamment exact.

En faisaut, pour simplifier, a+fk=Hb
"

r, on trouve d'ahord.l , ,
"

, ,

P G' rv , - x'

(
p

, = a-
"

. . .. . . .. en nommant CLb= s).
s,

"

,

En se rappelant ce que nous avons' dit n° 25,011 verra que G'g
représentant le poids de l'espace PQrR, }a force horizont::ile, qui
agit en P pour renverser le pied-droit, sera représentée par PG':

or on a PQrR=ks et G'g= Vr'-x"'; la poussée, exprimée

P
ks. PG'

d
ahs

k', C '

""

Il
" 1 ' 1'

,
, al' ~ ~ sera onc v- - r. eUe quanhte ctant mu tip teeg ','-x'

par Pp (fig. 26), épaisseurd'ul1e tr:mche verticale de la nappe,.
donnera la poussée de cette tranç~e; et en l'intégrant, on aura la
poussée- de toute la nappe.
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Or on a AP ==PM = a.-- x ~ d'où Pp::::::d(AP) -:- - dx.

:r,,'e:xpressionde la poussée de la tranche élémentairedon,t PpmM.
-, ,

.' d
. /

d
aksdx .'

"est la proJectIOn, eVlent one - - - + krdx; mais on . a
V r"...,- x' - ,

ds'-:' . /
rtlx , ce qui change l'expr~s5ion ci-dessus' en, celle-ci:

y~-~ ' '
aksds 7 d d l

,. .
1 aRs'

,

k
.

-
- .,.

-r + 1fT x, ont mtegra e est 2r' + rx+c. CettequantItedmt
être zéro, lorsque s = 0 et x--r, ce qui donne c= -- kr": dé plus,
elle dÔit être c0mplète pour toute la demi-nappe, quand s= le qUart

d 1
3,14116r F

.. .
b

. .
e cerce = .2 '

et x = o.
. alsant ces su. stItutIOns, on a

- - pour la poussée horizontale de la demi-nappe. AOB, l'expressio'n
i- (5;14 I6)"akr ~ kr" , et pour la nappe entière, 2kr (12557a -1).

Pour avoir le poids de la voûte, ou la résultante de toutes les
forces verticales qui pressent le pied-d~oit aux différens points P,
et dont chacune est exprimée par ks, il faudra intégrer- ksdx :

,

on a f- ksdx = - ksx + fkxds - - ksx +- f -~ =
.-

' Vr'-x'- ksx + kl' ,Ir" -x', quantité à laquelle il n'y' a pas de cons-
tante à ajouter; parce- qu'elle devient zéro, quand x::;:::r et s= 0 :
en y faIsant x = 0, on a pOUl'la de.ni-nappe, kr2, ~t pour la nappe
e,ntière, 2kr'. Remarquons que" la SOmme des pressions verticales
est le poids même du. quart. de voûte: ; ce poids ow Ce yohimeétant ,
divisé par k" doit donner la surfac.~ :, cette &urface est donc ici 2"";
c'est-à~dire le double de l'aire, de sa projection AOB, résultat aussi'
sjmple que remarquable. En égalant le mO,ment de la. poussée ho:'
rizontale autour du point C , à ceux, du poids du quart de voûte et
du pied-aroit; pour plus de généralité, j'appelle f la densité COln-

p:arée;à ceUe 1 de la,voûte; on arl'équationd'équilibre_,
/

'

'2krH (1,2357a- r)_.. 21'''kZ + f~Z2 (2a +Z)~

En appelant toujours '7( la fracti()n qui exprime le rappoJ't"du
frottement à la pression, la cQndition qu'il n'y ~it pas de gli6sement
daIJS les pieds-droits, sera exprimée par l'inégalité suivante:

'2kl'(I,25574-1) < '7i'[21"k+fHZ(2a+Z)].
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.Il est utile èncore de connaîh'e le volume renfermé sous la vo'b.te~ ~u

compris entre elle et le qual'ré de la basoe. En appelant s' l'arc PR
(fig. 27)" on voit qu'il faudra .ajo,uter to~tes les tranches él~men~
taires qui ont PpmM- pour projection hOrizontale, et le demi-seg.,.
ment PRM pour projecti~n verticale: or ona PRM = -}as' --
!. xV a'-x' ; l'épaissel~r de la tranche verticale ci-dessus est d:;t:

~n a donc , pour le volume d'~neportion de l'espace couvert par

la nappe / - ~ as' dx + ~fxd:x:Va'':- x' = - ~ as'; + ~faxds' ~
"

~ f - aOxdx
' ( )~

"~(a.-x'Y=-1as'x+~
.

V~-~ a~-x' =-~ asx+
. . a-x

3 / .

~a~Va'-x' - i (a~- x.y, quantité à laquelle il ne faut point
ajouter de constante, parce quelle est nulle d'elle-même, quand
s' = 0 et x = a : en y faisant x = 0, on a 1a3 pour le volume re-

couvert par la demi-happe ,et par conséquent ~a3 pour celu'l-re-

couvert par la voûte entière. .'
." .

. Nous avons vu que ia surface de la voûte est double de celle de
sa base: nous' venons de trouver que le volume qu; elle embrasse

,

. est! a3, c'est-à...dire les â du parallélipip~de circonscrit: ces pro-
priétés sont les mêmes que pour une voûte hémisphérique, pro-'
prié té simple et curieuse.

/ .

55. Poilte d'at€te. Nous avo;nsexpliqué dans le problème pré-
cédent, la génération de la voûte d'arête en même temps que celle

.
de la voûte en arc de cloitre: la figure 28 est le plan de la voûte
d'arête ;adb'b est le quarré qui lui sert de base , ou qui est recou-
vert; AELF est un des quatre pili.ers égaux qui supportent les
quatre angles de la voûte; la figure 29 est la section faite par un
plan vertical élevé suivantQQ' (fig. 28); la figure 50 èst la section
faite par un plan vertical passant par la diagonale EEn de la fig. 28 :
dans ces figures on a ponctué les ligne'squi n'ont pas de réalité,
et qui ne servent qu'aux démonstrations.

V oici comment il faut concevoir l'équilibre dans cette voûte.
Soient M, M', N', N, les projections horizontales (fig. 28) de quatre
points symétriquement placés sur les arêtes de la voûte; imaginons
qu'on ait conduit par ces points, pris deux à deux, quatre plans
verticaux et infiniment près de ceux-ci, quatre autres plans pa-
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l'allèles; ces quatl'e plans foun~iront quatt'e sections égales à celles
de là figure 29, .

Cela posé, voici ce qui arrive au moment où les pieds-droits son l
près à être renversés. Chacun des quatre arcs dont MM', M'N',
;M'N, NM sont les projections, et dont (fig. 29) Rrr'R' est le profil,
s'ouvre dans son milieu Z à l'intrados; les deux moitiés se contre-
balancent e~ se buttant à l' e~trados en Z; les ,extrérnités inférieur~s
de ces demi-arcs pèsent de tout leur poids en R (fig. 50), sur l'arête
elliptique qn'on peut se représenter comme étant une courbe solide;
cette ellipse se trouve ainsi chargée des poids variables des arcs ZR,
qui croissent depuis S jusqu'à l'extrémité a du grand axe; la résul:-
tante de tous cêspoids, pour le quart de voûte aVOY'; sera égale
au poids de ce quart de voûte, et passera par un point X' de la,
diagonale AO.Alors o~ pourra concevoir (Hg. 50) quatre forces
A Y, XX', AX', XY, dont la première et la troisième ont une l'ésul...
tante égale et directement opposée à celle de la seconde et de la
quatrième (voy. le n. 25); AX' représentera la force qui "tend à.
renverser le pilier suivant sa diagonale, si XX' représënte le poids

. ~u quart de voûte: il faut don,cchercher l'expression de AX'.
.

Soit (fig. 29') a le rayon du cyliùdre de l'intrados = HZ; soit
Zz=fi l'épaisseur de la voûte, MO(.=x, (/,)'=s, H)'=a+lk=r.

. On a RrzZ = ks : le poids de l'arc qui presse enM (fig. 28) ou

en R (fig. 29 et 50) , sera ks .Hh. Mais on a HM = Vr' ~x' (fig. 29),'
et (fig. .28) :ab = HM, à cause du triangleMOH isoscèle: donc

Hh = d (OH)
. V~>~:";

donc le poids des deux àrcs élémentaires

ou tranches ayant pour projection MHhm et MH'h'm, qui agisseI;lt.
l\I-2ksdx P . l' 'dans la verticale passant par ,§era

Vr"- x"
our aVOIr a distance

Ai' du centre de gravité cherché, il faut multiplier la somme de
tous les poids ci-dessus par leur distance AM, et diviser le pro.. '

'duit par la somme des poids, c'est-à-dire par 'le quart de la voûte,

Or on a Al\I= y; (a - \11'"-::-x'); laquant~té à intégrer est dOllc-
1 .

p
.

; 8"aksxdx 8
!.]

d S
.

'l' r . . d rdx
- V + "'îSX X. 1., on lait attentIOn que Ii= - ,

.

,;

_r>-x" " Vr"-x'

THÉQRIE

et
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cet qu'on intègre par parli~s, on trouvera pour J'intégràle;

73

Il - ~ 1

2{-ksxs+8~aks vr8 x.+8'akrx-î2'krx Vr.-x.-~ 2'kr's+c.
. , . ..

"

On détermine la constante c, en obs'ervant qu'à la" clef l'intégrale
doit être nulle, et qu'alors on a s = 0', x - r; on la complète

en faisant ensuite x = 0 , s:::=I,5708r, pour qu'elle embrasse t01;!.te
'la ligne OA. Par là, elle devient '

1

8'kr. (0)57°8. (t - 0,5927 .r).

Divisant celte quantité pa~le" volume du quart de vot:l,te (qui
,

s'obtient en retranchant le qùart de lavoute en arc de cloître, de
la portion corresponda.nte -du berceau cylindrique)) lequel est
I,I416krs, on a, pour la distance cherchée,

,

'

"

,

, 8~
AX,= - L

,,6

(o,5708a -0)5927 .r),
r

'-
l, l'tl

()UAX'=I,414xa-o;9729r; Quap.t à b. force effective, qui pousse
horizontalement le piliersuivan(X'A (fig.5o), elle est égale au

.' .' , . '., AX",',. ,
pOIds d~ quart deV'€Jute ,roultIphepar XX', c est-a-dlre, a

,

'

,'i;1416kr(I;414ta-O,9729r) kr' ( 6 45 )
,a+k' '

, OUa+k l, J, a-I,II07r.

~

Multipliant cette force par la hauteur AD = H du pilier, on aura
son moment autour dupointC.Multiplia.nt le quart de la voute
par V2'z [en appelant Z le côté AL du pilier (fig. 28)J, on a~ra
le moment de)a pression de la voute sur le pilier. -Enfin, multi-,
pliant le poidsfHZ' dv.pilier dont la densité estf, par i- V2Z,on
aura le moment de ce pilier; Égalant leprel11ier moment à la. somme
des deux autres, on aura, réduction faite, l'équation d'équilibre

kr"H
a+ k (2,2852 a -- I,5708r) - 2,2852kr'Z-tfHZ3.

La condition qu'il n'y ait pas de glissement d.ans le pied-droit,, ' 'JO
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sera exprimée par l'inégalité suivante (1;' étant le rapport du frot-
lemen t .à la pression) :

kr~ ' '. .-

a + k (1,6145a -1,1107.1') < 1;' (1,1416kr' + fHZ~).
, .

On trouve le volume de l'espace recouvert parla vOllte d'arête,
en retranchant le volume de la voiLte en arc dê cloître" de deux'
fois le volume du berceau cylindrique, et l'on a3,6165a3, en. ap-
pelant a le rayon de l'intrados ou du vide du berceau. .

Obserration. Je place ici, _pour la commodité-de ceux à qui l'ana-
lyse n'est pas familière, quelqtiès formules moins exactes, mais
,plus. simples.

. ,

Soit r = rayon moyen du cylindre générateur,M = poids d'une
nappe' ou quart de voûte, P -,poids du quart de tout le màssif
des pieds-droits'ou murs du pourtour, a = rayon de l'intrados, H
leur hauteur, et Z leur épaisseur. "

.

Il n'y aura pas de renversement dans la voiLte en arc de cloître ;
si l'on a o,25MII <: MZ+ ~PZ. .

Il n'y aura pas glissement des pieds-droits
"

. si l'on a.. /.

o,~~5M < "!( (M +P).

Qn 'a aire de la voftte entière = 8r~
Capacité qu'elle recouvre = la3. '

Voûte' d'arÛe. M - poids du .quart de lavoùte, ,p -poids de
l'un des piliers, H sa hautenr, Z le côté de sa base, A le. rayon
du, cylindre d'extrados, a celui d'intrados. '

Il n'y aura pas de renversement, si l'on a O,51MH < MZ +î PZ.
Il n'y aura pas glissement, si l:on a (),5I M < ;,r (M+'P).
Aire de lavQût~ entière - 4,5664A2.
V,olmp-e qu'elle recouvre = '5,616>5a3. ,

~
"

.

56. DesPOlits. Les ponts n'étant que dèS berceanx,- tout ce que
nous avons dit jusqu'à présent des seconds ,s'applique aux premiers.

Cependant, comme les ponts sout ordinairement terminés par un
extrados' ou pavé sensiblement rectiligne et horizontal, nous ex a-
miner6ns ce cas, en supposant l'intrados circulaire.

'S'O!t donc (fig. 12 ) un pont dont l'intrados8M" est un arc de
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<'6rde,etl'extra~os S'N" unèligne,dJoite horizo:ntale. En C()~r-
vant toujours la notation convenu~; on a ici

.

S = ~Ch"+k)' tang a.- ~ h'a..

o'n déd~it' aisément de la valeur de Scot et, que ]a vo-ttte-e$t de la
seconde espèce: {)nJe conclurait el1core~ en observant que l'exlrados
~.mbrasse celui qui rendrait la voûte éqyilibrée. .

.La principale chose à faire, c'est de trouver la valeur de D, c' e~t-
à-dire la distance de la montée au cel1tred'inertie de la demi'-voûte.
Pour cela, il faut prendre la différence entre le moment du triangle
OS'N" et celui du secteur OSl\1"~ puis diviser cette différence par
l' ~ire S. '.'

.
,

-
/ .

Soit M"D = H, M"H= 2h'., .NRH~ 2D', OS= b, SS',==k;
'pc - Z, h+ k =B, S'».;::::Zp . ...h sin et; on a àire du triangle
OS'N" = 1-B' tang et, distanced~la montée au centre dé gravité
de c~ ,,triangle = tB tang 0/., momept de çe, tri~nglepar rapport à

13.montée'
/ . i B3 tal1g 0/.;aire du seCteur OSM" .. ~b'ct, distance d.eson

d
,.' . \

1 '
2b

C

.
. )

,

dcentre. .J.llert~ea a montee:)5a.l ...:-cos 0/. , moment e ce se~-

teur par rapport à la montée = .~ 63 (1 - cos et) i ce qui Q.op.ne

D -
B3t~g;;:~2b3(1-COS<t)

-- ,68 '. , .

Ilya une attention à, faire,J cause de la 6gùre du pied~droit;
,

c'est qu'il faut retrancher Je IIlpment du petit triangleM"N"H; de
oeluidu rectangle CDIIB., pO-ur avoir le moment du pied-droit à
l'égard du point C. Cela posé;. iln~ reste plus qu'à substituer les
valeurs (J'e S ~tde Dda.m> les formules suivantes ,déd1.lités à,es
équations (29) , .

.

S(H+h'l î~~~: =S (Z-D') +~f7/(H+7.h')-2fD' h'(Z-tD'),'

Sp~D;(lI+ h')=S ~ - D/)+JI~~JH+ 2h')~ 2.fP'h'(Z~~ D'j~

Sp--D+D' S
B .

Sf Z (H l' ) ,l'ND')-%;k+h" ou. P+2Ù,<1f(+ ...,'. +2l ~.:1J .
,

, Il fau~"observer qu'on. a p+2D'B tang cG,:h';:::::13- b cps'"
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De plus, 'l'angle SOM" = t:I.,est un arc pris sur le cerCle dorit l~

rayon est un; ensortequ~ si CI.. 'go~., ona ex.= 1,5708., , .

Si le pont étaÜ très-aplati, la première des équations ci-dessus
exigerait une modification: il faudrait supposer que l'arc s'appuie
sur .le point M" et sur le point S' j alors cette équation deviendrait

SHP 2h,D:; SZ +îfZ~ (H+:Jh')-2fD'h'(Z -~D').

On voit que lé pi'emier membre de l'équation relative au glis...;

' d '. d
.

S p- D
sement eVlen raIt ... --;;r-'

Si l'on voulait employer l'hypothèse du coin avec frottement, il
faudrait faire usage des équations (25), (24), (22), contrue on le,

"érrâ ?~ms l'article suivant, où les calculs. sont plus sill1plè~: obser.
vons cependarit qu'on peut toujoûrs, dans chaque cas particulier,:
trouvel' le maximum de F et de Z, en cherchant par le. tâtomie-
ment les valeurs de" t:I." qui rendent des maximq.s, les quantités
dont les équations (25 et 24) indiquent les différentielles. Quand les
expressions analytiques de ces équations sont compliquées, on peut
encore, par quelques substitutions' successives, approcher assez. près'
du. maximum cherché.

57' Bez'cealf plat. On! appelle berceau plat celùi représenté par-
Ia figure::>1, dont l'extrados etl'intra:dos sont deux lignes horizon-
tales, et dont les joints concourent en un point comn1Un 0 :. cette-
v'oûtediffère de toutes les'précédentes, en ce que les joints ne sout
point perpendiculaires à l'intrados.

Soit OS = a, SS' =k ~ SA'--:h;Aa==K, b'R'.=h'; AR'D,.
h' .--:ik, l'angle d'un joiD;t quelconque avec la verticale' ~.ét,
Ab'R' = (1..'. . '

Ori verra aisément qu'on a S = k(a+ik) tangét' = k(h+ik)',
. M= k (a+ik)tangex.. Donc, sans le frottement, la poussée Mcota.
serait k (a + ~k), et par conséquent constante: là voilte es'tdonc
équilibrée.

.

En observant que dans l'hypothèsedesarcs-boutans, il faut prendre
1 .

A et S' pour centres des mouveÎnens ou points d'appui de la demi-
voûte ,au moment de la rupture, on verra que le~ équations' (:?9)
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deviennent)

~b(b++k)H=k(b+~~)Z+i-fHZI;
'.

k(ia + k) (H + ~k) =k(2b +'k)(Z _J)/)t" fHZ~.

:~}(b+~), ou k(~+~k) <'7([k(b+~k)+fHZ2l

Comme les calculs. relatifs à cettevoû~e sont faciles, je vais
chercher -l'équation d'équlljbre dans l'hypothèse d,u coin avec frot...,
tement. La premïère chose à faire est de chercherlemaximum deF :
on.'a F .-:...M cotee + Gt)= k(a+ î k) x tang Gt'.cotCS--- a). Diffé-
rentiant et faisant dF = 0, on trouve sin (S+ Gt)cos (e + CI.)=
sin Gtcos et;' éqllation qui, étant résolue , donne tang el= sée e -
tang'e = 0,1208; d'où Gt=550 47', c'est-à-dire que a est le corn""
plément de S+ et, ou la moitié du complément de e(en se rap-
pelan'tque S= 18° 26').',On am 'ait tiré cette même conséquence dé
l'équation ci-dessus, sans prendre la peine de la résoudre. Ayant
trouvé que' le coin de pl:us grande po'ussée est de 35° 47!, on en
tire F _0,5195 k(a + ~'k). .

.

:
.
Ayant trouvé F, il faudrait trouver son point' d'applicàt1oIl le

'plus favorable, par lé môyen de l'equation (24); mais l'équation
(a) du n°, .28, fai~ voir tout de suite que le point cherché' est aux
naissances , puisqu'en Ce point; h étant égal à zéro, la somme des

.
trois momens est zéro, "et que partout ailleurs elle est négative;
d'où il suit que c'est le joint des:,.naiss3:nces qui procure le maximum
de Z", Cela p<?sé, on trouve aisément les équations suivantes:

O,51g5k
.

( a +
.

+
.

k
.

)( H +
.

+ k
.

)
.

k (b
.

+ ~k) (Z- bk) +-ifHZ';, 2a

o,5ig5k( a+-îk) < '7( (kb+ +k'+fHZ)..
.

Si.~ était plus petit que o,pog, la valeur d.e F changerait un pet! ,.
puisqu'alors le coin de plus grande poussée ne saurait ,être plus grand;
que celui formé paJ' la voûte entière: il serait aisé de faire le chan-
gement convenable à la formule ci-dessus. ,

.On voit qu'en ayant égard. au frotte111el1t,:I~ valeur de Z est,
. bIen. plus petite qu'en le négligeant. Un peut regarder la -dernière

formule' con1Ineapprochantbeaueoup plus près de la vérité q;u~
toutes les autres. .
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, Cette voûte est très -propre à faire voir dans quel càs 'chacune
des deux hypothèses est pl'éf~rahl~.,Ell effet si k est grand ainsi que a
par rapport à b~ il est évidentqu'oÎl nepeut, employer que l'hypo-
thèse du çoip.; c'est l'inv.el's.e dans: le caS contraire.

SECTION V.

iJupieJ:~;oiiiégale rés istanpeet du mi~iIl1um des matériau:x:.

, .58~ Pied-droit d'égale résistance. Jusqu'ici j'ai considéré les
piedq-droits comme des mass{fs composés de molécules fort~men~
'adhér~ntes" èt j'ai supposé que ces 'massifs ne pouvaient que sè
renverser ou glisser sur leurs hases, sans -pouvoir se rompre, mais
il peut arriver qu'un-pied-droit tende à se briser suivant uné sectipli
horÎzontaleou par assises, €omme il arriverait à unepièce'de ~ois
implantée verticalement, et qui sèrait tirée horizontalement par une

. puissance, avec cette différence qu'une colonne 'depi~rre se ~'ompt
.
sans ployer. On' peut sepropo~er de dônner à la facee:xt~rieur~ du
pied-droit, une' figure' telle, que la voûte ét le pied-drbit soieht/en

'

équilibre, quelle que soit la haute:urdu pied-droit, et q:u'en mênle
temps.il résIste à la rupture avec une force égal~dans toutes' .les
sections hOl'izontales : on peut appeler ce prohl~me, dn.no:nl de
pied..,.droitd'égale résistance. M. Èpinù,~ s'est occ,upé deÙttè queslÎ9h '
.dans les Mémoires, de Berlin J année 1855 ; mais sa 'solution" est
fausse, parce qu'il :n'a p~s eu..,égard'à' lapl'ession verLjèalede 1:J
voùtesur le pied-droit. Celle .deM. Bossut, dans SOlIQllVFage cité,
est aussi imparfaite, comme je le ferai voir plus has. '

Soit ( fig.32) AailA'la.s.ec4on, de ,la -youte,enhe.rçe~u .qu~..re-
pose sur les plans inclinés Aa, A' a' des coùssinets AlzI, A' aT, et
qui fait effo,rt pour les écart~i':IepoÎd5,lle lavoùteJ?l~oduitdéux
fotcè'SenK, l'ùne hotizortta,léX)lïla po~ssée F qui 'tend.~ teIlver.:.
sel' ,le pied-droit en le faisant t6ur:n~1~'àutoi1rd.u pùilltN 'd'une
sect,ion, quelconque NQ, l'autre verticaleS. qui s'ajoute au poids d~
pied-droit. De plus,' les' molécules de' C'haque sectionhorizontalè
NA du pied-droit ,tiennent eutre elles par une forcèd'àdhérence
dont l'expérience seule peut faire connaître l'intensité qui est cons....
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tante, et qu'on peut se représenter comme de petits poids égau-x:.;
.

distribués uniforn1.ément sur la ligne N Q. Il faut pour l'équilibre,

. que le moment de la pous~~e s'oit,rOUI' chaquesé,cti~n, égal à la,

somine des momens des trOIS dermeres forcesverucales autour du
point de rupture N,

.

Soit le poids de la deTIÎi-vQ:ûteSS'IA:=S "AQ = u, QN- z ;
AE = D', (Si la' densité de la voûte et des pieds-droits n'est pas
la même, la lettre S sera le produit de Cairè parla densitéT~lativ~
de la voûte. )

.

S'oit g la force ou le poids. qu'il faudi'ait employer pour vaincre
'.

l'adhérence des molécules du pied -droit, distribuées sur une
ligne = I.

,

. . .

Le moment de la poussée F pour faire tourner l'aire AENQ alltolli
dU'point N'sera nF.

.

Leinonientdupoidsdé~la voftte sera, dans le sens yertical,
S Cz-D').

.
'. . "

.

L'aire. AENQ '. fzr;lu,La somm:edes mOrnens 'des élémeIlsdè cet

espaçe.à l'égard de l'axe AD,sera,- ~fz'du, La distance N,G' dll

centre G d'inertie de' cet espace seraz - {~~:'Le moment q.e

~et' espace .à l'égard du yoint Nsera fzdu (z .;..~~~ ), o~

zfzdu-'~ fz"du. ',
La somme des forces d'adhérence distribuées sur QN , sera

gz, Le moment de la résultp.nte de ces forces d'ad,héhmce sera
-tgz., .

,.

Egalant le moment de là pousséêàla somme des '~omens des
trois' forces verticales, on aura l'équation d'équilibre suivante

nF= S(z-D')+ ~gz.+zfzdu-~fz'du, ,'" ..(a),

Différentiant deux foisde suite cette équation ,pouda de'barrâsser
du signe f, en observant .d.~faire dz constant, on ~, .

.

( 2F - z') d.u- 4zdzdu= 2gdz".

Faisant du = pdz , on a

d'u= .dpdz.
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SubstituaIt!, 011 a la transformée
- -

( 2F - z") dp- 4pzdz ;= 2gdz;

qui étant multipliée 'p'ar le facteur ( 2F - z") devient intégrable
et donne

(~F- z")SP =4gFz - fgz3+C;
'-

d
,

' l ' "
duou on tire, en mettant dzpour p,

du
_c + 4gFz-~gz3

d
,~_. ,

(h)
,.- .c2F- z")"

z. . . . . . .
"

,

équation qui s'intègre en partie algébriquement, en partie par loga--
rithlues. '

. ,
-

.'

Pour déterrniner la constante c , il faut remonter.à l'équation (a),
qui ,doit se vérifier pour le point E 'où le poidsdupied'-drÇlit et
la force d'adhérence sont nuls; ce qui réduit cette équation à

, uF= S (z":'" D') ,qui donne ~~
"

~; Substitpantcette ,valeur de

~:' ainsi que D', pour z dans l'équat~on Cb), 011en tire ~isément

la valeur de c. '
,

. Quant à lacopstante d que la seconde intégration ,de l'équation
(h) introduira, mi la déterminera par la condition qu'au point Eon
:doit av:oir à la fois u;= 0 etz = D'. On aura ainsi tout ce qu'~l faut
,ponr construire la courbe EC~ Enfin, prenant AD~de là grandeur
qu'on veut donner à la 'hauteur du pied-droit, on ariraDC;::::: z.

Si on néglige le frottement, dans l;hypothèse du coin, 'on a
'F S - l 1 .

d de du d
. ,du",

d'
,

, i;::::: .~ot et, et a va eur CI- essus, 'dz' eV,leJJ.tdz ""7 tal1g, et ; ou

l'on cO,nclut aisément que la tangente de la courb~ ECdoit, au
point E, ~tre perpendiculaire' sur le joint des naissances. Cela est
;aisé à comprendre. En~ffet, le poids .du n'lassifesLaloisnril ; la
courbeEC n'est plus qu'un petit ,élément iectiligne .qui, pour .sou-
tenir la voftte formant coin ~ doit nécessairement être perpendicu-
laire aux faces dè ce coin. C'est aussi ,ce que fait voir l'équation

F S ( D I ) . .
E d .' 0 du Su;::::: z - , qUI au pOInt' eVlent - =

'
d- =:::: F-:. . 0 z

M. -Bossut (n° 21, pag. 41::;) s'est trompé en supposanttacitement,
quon


