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INTRODUGTION:

s

 L’ouvrage auquel nous donnons le titre de T/A¢orie
dléinéntaire dés poutres droiles se compose de trois
parties.

La premitre contient, outre le rappel des défini-
tions et des formules fondamentales, une étude dé-
taillée du probléme des poutres continiies posées sur
plusieurs appuis. Ce probleme, qu’un ingénienr de
chemin de fer est fréquemment appelé & traiter, a été
regardé comme & peu prés insoluble, par suite de la
longueur des calculs, tant qu'on n’en a connu d’autre
solution que celle que Navier indique. On le 7ésoit au-
jourd’hui par une méthode élégante et rapide, qui ap-
partient presque enentier a M. ‘Clapeyron. Nous avons
fait rentrer dans cette partie une seconde édition de
la brochure que nous avions publiée sur le méme |

sujet, a Pétersbourg, en 1860 (*),

La seconde partie est I'extrait d’'un mémoire inséré

" (*) V. sur histoire de cette question, les dnnales des Ponts et
Ghaussées, année 1860, Novembre et Décembre, chronique, p. 405.
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dans les Annales des Ponts et Chaussées, sur la Théorie
des treillis et des fermes américaines (¥). |

La troisiéme partie est en quelque sorte le complé-
ment pratique des deux premiéres. Elle comprend :

Une comparaison des types métalliques les plus con-
nus; | |

Des exemples propres a éclaircir Pemploi des for-
mules trouvées dans les parties précédentes, et notam-
ment d’une formule de la seconde partie, conduisant
@ priori A fixer approximativement le poids propre
d'une poutre droite dont on donne la portée et la sur-
charge;

Des tableaux ol sont groupés divers renseignements
utiles;

Les dessins d’un projet de pont en treillis,

Et enfin des modeles de soumissions et de cahiers
des charges. |

(*) Année 1864, mars et avril, p. 141.



TFORMULES GENERALES

R e ' RE”L‘AHVES'

AUX POUTRES DROITES

D'UNE OD DF PLLbIEUR ERAVEES,

eGP s

'CHAPITRE PREMIER.
RAPPEL DES DEFINITIONS ET DES FORMULES FONDAMENTALES.
Piéces prismatiqubs.‘

Les dﬂféuﬁntes pléces qui eqtzent dans 3a compesztlon
‘d'un ouvrage métallique sont ordinairement assimilables a
des pmsmes droits, symétriques par rapport a un plan

~moyen, et elles sont sollicitées ‘par des forces srtuees dans

ce plan et normales & la direction de ces piéces. Dans cer-

tains cas, il est nécessaire de prévoir 'action de forces obli- "
ques. agissant toujours dans le plan de symétrie. Enfin on

est souvent conduit & altérer d'un point & U autre les hau-
teurs ou les sections des pieces ou de leurs demeuts consti-

tutifs, pour donner A toutes les parties de la construction une -

résistance & peu prés égale. On obtient ainsi un solide - qui

n’est plus un prisme géométrique : le nom de piéce prisim -

tique con‘unue neanmoma & étre employé pour d981gnel une- '\
piéce de cette natm e, et mgmﬁe seulement une piéce droite
ou legerement cowbee, _dont les dzmenszons tmnswrsales uont" :

pelztes' par mppmt a la longuezcr. |
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Effort tranchant, Moment fléchissant, Moment d'élasticité.

Considérons une piece prismatique MN, en équilibre sous
I'action de forcesnor-

_F'/I\ A
S f" i i males données de
M N .
] T ! grandeur et de posi-
! o .
Vg VF tion. Coupons-la par

un plan PQ perpendiculaire & sa longueur.

Le plan PQ partage la piece en deux tlonccmo s (qui sont
en équilibre chacun sous I'action des forces extérieures qui
y sont spécialement appliquées et des forces moléculaires
développées dans la section PQ. Ces forces moléculaires
font donc équilibre aux forces extérieures qui sollicitent
I'un quelconque des deux troncons.

Prenons en particulier le troncon PQN; soient F, F', F” les
forces normales qui agissent sur lui; soient de plus f, f', f"
les distances de ces forces & la section PQ ou les bras de
levier de ces forces par rapport & un point quelconque de
cette section. Les forces moléculaires dans le plan PQ se
réduisent donc pour I'équilibre :

1° 3 une force A, égale et opposée & la somme algébrique
F—{—F’—}—F”—}—...

2° a un couple M, égal et opposé & la somme des mo-
ments Ff - F'f' + F'f" 4~ ... Cela posé, on appelle :

Effort tranchant dans la section PQ, la résultante F -~
F' - T" 4- ... des forces qui tendent & faire glisser la portion
PQN sur la portion PQM, en cisaillant la pitce suivant le
plan PQ;

Résistance a Ueffort tranchant la force moléculaire A,
égale et contraire  I'effort tranchant ;

Moment fléchissant ou moment de rupture, le couple ré-
sultant Ff 4 F'f' 4~ F'f" 4... des moments des forces exté-
rieures qui tendent & courber la piéce dans la section PQ;

Moment d’élasticité, le couple résultant M des actions
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moléculazres développées dansla section PQ, egal et Opposé
au moment: fléchissant. o
 Torsqu'une picce MN est sollicitée par des forces obhques,
situées: dans son plan moyen, on peut décomposer chacune
de ces forces suivant deux directions, 'unenormale, autre
paralléle & la piéce; les composantes normales s'ajoutent en-
semble pour donner Veffort tranchant; les composantes pa-
ralldles ajoutées donnent un effort & extension ow de: com-

pression, enfin le moment: fléchissant est tOUJOU_IS égal au

couple résultant des moments des forces extérieures.
Piéce droite tirée ou 'compajimée dans le sens de sa longueur.

~ L’expérience conduit & admettre que quand une piéce
droite est tirée dans le sens de sa longueur par une force P
également répartie sur toutela section transversale, L étant
la. longueur de la-piece dans son état naturel, I Pallonge~
ment trés-petit produit par la traction P, w la section droite
et E une constante spécifique relative & la matiére dont est
~ Elw |

composée la pléce ona la 1elamon P= T

Cette méme formule exprime aussi la relation qui lie une

force P de.compression et le raccourcissement ! qui résulte

de Paction de.cette force quand la piécé comprimée ne flé-

chit pas latéralement. On convient en conséquence & attri-
buer a P et & les signes - et —, pour distinguer dans le

salcul les tractions des compressions et les allongements:

les raccourcissements. La formule devient alers générale :

Yest le point de départ de toute la théorie de la ﬂexmn des
rismes. S T

)

ine seetion quelconque: du..pr-lsme»; T est I'allongement re-

atif duprisme ; ¢’est un nombre. La constante spécifique E

P e A
= est la tension de la matiére par unité de surface dans-
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exprime une force rapportée & l'unité de surface. Cest la
force fictive d'extension qui doublerait la longueur d’un
prisme ayant pour section 'unité de surface, si la formule
se vérifiait pour tout allongement quelque grand qu’il fat;
E représente aussi la force fictive de compression qui ré-
duirait & zéro la longueur d’'une tige ayant pour section
I'unité de surface. ,

Pour le fer, sil'on prend pour unité de surface le métre
carré et pour unité de force le kilogramme, E varie de 18 &
22 000 000 000 et est en moyenne égal & 20000000000
ot d 2 >< 10",

Expressions diverses du moment d’élasticité.

Soient AB, A'B’, deux sections transversales infiniment
~ voisines faites dans la piéce et paralléles
B — .ﬁyﬁ* dans I'état naturel. Aprés la déformation
1:‘““'70 du prisme, on peut concevoir que la po-
/
/

sition nouvelle de la section AB est ra-
menée & coincider avec sa position primi-
tive, et alors les molécules de la section
AR’ prennent une certaine position A"B",
diiférente de A'B’, mais on suppose qu’elles

IBI

/ ne cessent pas d’appartenir & un plan per-
/ pendiculaire au plan de symétrie. Ces
) deux plans A"B" et A'B’ se coupent sui-

vant une droite projetée en G.

(lonsidérons le prisme élémentaire avant pour base I'élé-
ment de section projeté en mn dans la section AB; ce prisme
avait avant la déformation la longueur mm'; aprés la dé-
formation sa longueur devient mm”. Désignant donc par
la section de la base projetée en mn, U'extension du prisme
. : : : . Ew ><m/'m”
¢lémentaire représente une tension égale A ~——><——,———.

mm
Ce sont toutes les forces analogues qui doivent se réduire
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o uli couple, doni le moment soit égal au moment d élasti-
‘( ;ité de la piece dans la section AB..

~ Pour cela, il faut et il suffit que la somme algébrique de
toutes ces forces paralléles smt égale & zero, ce. que F'on

,expume en posant : - SR
' 2 Ew >< m'm”
————— =0.
o mm :

‘La somme 2 doit é&tre étendue & toute la section A'B.
Cette équation se réduit & Y, (0 ><m’m") = o en faisant

Do \ 1 .
sortir du signe ¥, les facteurs constants E et o

VMais dans les' triangles Gm'm'", m'm" est proportionnel &
Gm'; de sorte que I'équation précédente revient & celle-ci :
, Z(wXGm)*-o, : ”
cette equatlon indique que le centre de gravité de la sectlon
A'B’ se projette au point G sur le plan de symétrie. La
fibre IG, qui passe par ce point, ne change pas de longueur :
c'est la fibre neutre. L'axe neutre d’'une piéce droite solli-
citée par des forces normales est le lieu géométrique des:
centres de gravité des sections tranversales.

Le moment d'élasticité est égal & la somme des moments

Ew >< m'm"
des forces — 7 par rapport a la dr 01t_e; projetéeen G :

nous aurons donc & faire la sOmme t
S, (e ).
, > Gm' ),
) mm
en I'étendant & tous les éléments de la sectmn A'B.
Prolongeons le plan A"B” jusqu’a la rencontre du plan :

AB en 0. Les triangles semblables OIG Gm'm 4 donnent la
propmtmn R

m'm” : Gm' ; IG-——mm Ol.
Donc o
m/m//>< Gml . G?n n

!

mm )
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et le moment délasticité est par ,conséquent égal &
— ¥ (0> Gm").

La somme Y (o0 ><Gm'®) est le moment d'inertie de la
section A'B' ou de la section AB, par rapport & la droite
menée par le centre de gravité de cette section perpendicu-
lairement au plan de symétrie. Nous le représenterons par
la lettre 1. ; | | |

Le point O, point de rencontre des deux normales AB,
A"B" & I’axe neutre aprés la flexion, est le centre de courbure
de cette ligne. Le dénominateur OI est donc le rayon de
courbure o de I'axe neutre déformé.

La premiére expression du moment d’élasticité est o

M étant le moment fléchissant d aux forces extérieures

qui agissent sur le prisme entre la section considérée et
TI'une des extrémités de la piéce, I'équation
M M
P

représente la courbe affectée par I’axe neutre aprés la défor-
mation. On admet que la déformation est assez petite pour ne
pas altérer sensiblement les:positions des forces extérieures.

SiI'on prend I'axe neutre avant la déformation pour axe
des abscisses et que y représente I'ordonnée aprés la dé-
formation du point de I’axe neutre défini par son abscisse ,
on sait qu'on aura pour le rayon de courbure :

@)

zdzy
dx?
Or la petitesse des déformations permet de négliger

dy\* . . . . . o
EE) vis-a-vis de 'unité; on a donc approximativement :
\

d’y

T ———

1
o dx*

P::
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32

7 d.;] ‘= M est I'équation de I'axe neuire dé-

~formé. M a le méme signe- qitle o; conformément aux con- -
ventions admises dans I'analyse, nous regarderons le mo-
~ ment fléchissant.comme positif en un point donné lorsque
le-centre-de courbure de lapiéce en ce point sera au-dessus
k de-la piéce, €t commenégatif quand il sera au- dessous.

. Proposons-nous -enfin de trouver en un point m de la
i.sectlon AB la tension ou la compression de la matiére. Pour
'y parvenii",’poSon‘s~-Gm’ =, et appelons R la tension par
-umté de surface telle qu elle existe dans la ﬁble mm'.

Ew ><m'm" '
o par la sec-

Nous aurons, en divisant la force
tion - élémentaire w,

R — E><mim” E><va__f‘Ev

“mm or o’

, R E . - . FBl R A
.Donc-v— — —f—), et par-suite -P-, ‘moment d’élasticité, est

S RI
aussl représenté par o ('est la troisieme expression du

moment d’ élasticité, et ¢ ‘est une expressmn rlcroureuse
En résumé on a la série d'équations |
EI d’y RI

—=El 55 =— = .
e de* v M

“La derniére .I%I«f.: M d'ohnéra la charge R 'v‘par “unité de

surface ‘en ‘un *point ‘pris arbitrairement dans une section
quelconque. En attribuant & v la plus grande valeur absolue
qu’il puisse avoir, on ‘trouvera pour R la.plus grande
charge & laquelle la matlére s01t soumlse dans la sectlon'v
con31dérée |



Calcul du moment d’inertie | d’une section par rapport ¢ une droite
menée par son cenire de gravité.

Rectangle plein. Le rectangle ABCD étant donné, le
centre de gravité de la figure est le point

4 "B .
o~ 1p G de rencontre des deux diagonales ; par
me T | . . :
ce point menons une droite XX, paral-
S S i lele aux cotés AB, CD, et proposons-nous
de trouver le moment d’inertie I de la-
- ~-— ~ sectlon par rapport a cette droite. Soit

AB=a, AD = b. :
Considérons un rectangle infiniment petit mnpg et appe-
lons z la distance Gr du c6té mn de ce rectangle au centre
de gravité G; la hauteur mq du rectangle élémentaire sera
représentée par do, et son moment d’inertie par rapport &
\X sera égal & adx >< #*. Le moment d’inertie total I est
la somme des éléments ax’dx étendue a toute la section

. . . . b
ABCD, c'est-2-dire prise entre les limites &= —— et
2
3

b : -
x = -+ 53 cequi donne en définitive al_l;_.
On a donc:

_ 1
] = — ab®.
39

Le maximum de v dans la section rectangulaire ABCD est

, b -
egal & o de sortequela valeur minimum dei—lJ est égale & %ab‘*’.

. |
La formule 1= —l—;alﬂ peut se mettre sous la forme

1 [} y ¢
f=ab>< —l—;b“. Or ab est l'aire w du rectangle ABCD;

2 Q > ? l | hd
l-;b est le carré d’une longueur, —=10, qui a recu le nom
: 2¢O

ext sa i g P A L Wk o b R
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,‘de rayon de gyration de la surface consldéree En genélal
" e moment d’inertie I d’une section est le produit de aire
de cette sectlon pa1 le carré de son rayon de gyration.

- Losange Proposons—nous aussi de trouver le moment

| R d’'inertie de la surface ABGD par rap-

-/ - port & la diagonale BD, qui contient le
/ \ ~ cenire de gravité G. Soit DB = a,
) ¢ /B CAG=d. |
_x l \ / En sulvant une méthode analogue on
o A\l | thu\’GlaI__-—ab3 - o |

J 58 |
‘La sect1on w est icl égale ét ab le carré du Iayon de

g yratlon est donc
-/—1g ab®
i_——*, ' 4 0, et le rayon de gyla,tlon — .
Lab : : | 2\/

b I
Le maximumn de v est — et le mlmmum de 5 bar consé -
2

quent.est égal A —4— ab’.

Rectangle evzde ou double T. Le moment I de la sectlon
SRS mcomprlseentre les deux1ectangles ABCD,
A3 ABCD, dont les cotés sont paralléles et
7% | dont les centres de gravité coincident
~au pomt G, S’obtient en retranchant du

moment d'inertie relatif au premier rec-

tangle, le moment dmertle 1elat1f au

-second., . ~ -
501t donc AB=a, BC =1, A'B =d, B’C’ = b' nous

iy

b C

i o
amon% = (alﬂ ’b’s) '
1.2
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. . , .1
Le maximum de v est égal & ;b.

M %__{T_L__\N
0 1] % .'Q‘"JP La méme formule donne le moment
t‘ d'inertie de la section double T qui se
X 1J':G . ¥ rencontre si souvent dans les construc-
K 1]
x

Tr* | j tions en tdle; on voit, en effet, que

L v T si Ton coupe la figure MNPQRSTLKIHO
par la droite YY qui la partage en deux portions égales, on
peut transporter la portion située 4 droite de cette ligne
YY de maniére qu’elle se joigne en MO et KL, par les cd-
tés NP et ST, avec la portion de gauche. On forme ainsi
un rectangle évidé, sans altérer ni les éléments de la sec-
tion ni leurs distances & 'axe XX des moments d’inertie;
le moment cherché I n'est donc pas altéré. La formule
= —l—l; (ab® — a't’”®) donne donc le moment d'inertie de la
section double T, sil’on pose @ = MN, b= ML, «'=PQ -+ OH
et ¥ = HI.

Moment d'inertie du rectangle ABCD, par rapport & une droite ZZ
paralléle au coté AB, mais ne passant pas par le cenire de
gravité G du rectangle.

— Soit AB =a, BG=10, enfin GO =*h.
Nous aurons & prendre la somme
des éléments ax’dx entre les limites

D b :
h———; et h - -, ce qui donnera :
; 2

) %
1= % a:[ (h—{—g)?———(l — -ZY] — <Bbh‘—’+%)
X .

band

!

A

Le moment d'inertie I, par rapport & ZZ, se compose
donc de deux parties : I'une, ab>< 1*, est le produit de I'aire




| i ,
| :deﬂa, ﬁgme ABGD pzu le carré h2 de la dtsta,nce 2la d1 oite ZZ

du centre de grawté G de cette ﬁgure lautre, ;1-— a63

nlest: autre chose -que le moment dinertie de la ﬁqure par
~rapport & une droite XX menée pa,raﬂélement a ZZ par le
centre de gravité G. ; ’ : \
Cette loi est générale pour une figure quelconque
11 arrive fréquemment que, dans les sections des,poutzje’s
‘en tole, Tépaisseur b d'une feuille soit trés-petite par rap-
port & la distance h du centre de gravité de la feuille & I'axe

* dans la

'neiitre.' Alorsk
valeur de I et poser par approxiniation :
L T=ab><h?

Cela revient & prendre pour rayon de gyration de la sec-

tion par rapport & ZZ la quantité k au lieu de »\‘/‘h‘?"—{—' -1-3- b
L

. Melhodes generales pour la déter mmalwn du moment diner lze[
d’'une section de poutre en téle,

a° Méthode .exacte applicable aux petiles poutres.

Les poutres en tole sont en général composées comme il
suit :

Les deux tables ou.semelles AB, CD sont réunies & une
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ame EF ‘au moyen ‘des quatre corniéres P, Q, R, S, et la
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section est symétrique a la fois par rapport aux deux droites
rectangulaires XX, YY, passant par son centre de gravité G,
On n'a alors & s'occuper que d’une moitié de la section,
celle qui est située au-dessus de XX, par exemple, sauf &
doubler ensuite le résultat.
On trouvera la formule :

i 2
I : :7)_ [(l- (CB~C,3)+al (613___ c’la) +all (cl/3__c///3)_{_ alﬂ cl/lﬁ]
ou bien :
2 . o 2 ; 9
I=[ac’— (a— &) —(e'—a") ¢"’—(a"—a")c].

<

Cette formule s’emploie pour le calcul des moments
d'inertie des poutres de faible hauteur. L'usage des tables
de cubes en simplifie application.

2° Méthode approximalive pour les sections des grandes
poultres. |

Nous supposerons, pour plus de généralité, que la sec-
tion n’est pas symétrique par rapport & la droite XX menée

o par son centre de gra-
,,,‘*‘""”“"""“'g"f*““““'“* vité, de sorte que la po-

:? = ST @ = }f sition du centre de gra-
N°2 Q'fa} _____ RN vité n'est pas connue
ir 1 davance.

| L | On prendra une droite

x°3 L0l | | | ZL, perpendiculaire au
Y & T Y plan de symétrie YY,

v ' ‘QQ%Q‘,‘ *‘-f pour axe provisoire des

:: - E«,‘:I: g1 JI | moments. On mesurera
NG £ T :avxE M| sur I’épure de la section
) . . | | toutes les dimensions a,
=R . b,d, V... des rectangles
e n LR AR *'fz élémentaires dans les-

quels la section se dé-



mpose, et les dlstances h, k... des centres de g1av1té de |
-f ces rectangles & la droite 77. | o

ﬁ:vant

Au moyen de ces données, on formera, le tableau sui-

sl )
| g 1 ’ MOMENTS ép‘;:(;iifngt{‘ve
o GNATION AIRES » !
’DLb.GJATIO“ B “des - . da
) o ’ aires par rapport moment d’inertio
des rectangles. des reclangles. p 77 PP des ‘
o a za. aires partielles.
N° o a3<h ab>< h abl>< h
1 a’ < a'l! I/ a't'h <A
2 aII >< bli . aflbfl >< h” aII [)Ilhll >< l]LII
3 - “HI >< bl/l al’l\bl!l >< ]l’” ‘ a”,b”,}l”’ >< }ZH\,
4 ary >< Hiv B allv[,w < hiv oo aly HIv jIv s¢ [y
5 av >< bv . Coavhv <Ay av v hY >< by
6 ’ av¥i >< hv av hve >¢ hv ALY AR S AL
Totaux. ..  Q - S ‘ T

On divisera la somme S des moments des aires par la
somme Q qui représente l'aire totale de la section ; le quo-
tient H sera la distance & la droite ZZ du centre de gravité G
de la section. La somme T est, approximativement, le mo-
ment d’inertie par rapport a ZZ; pour en deduire le mo-
ment d’inertie I par rappmt 4 la droite XX menée paralléle-
ment & 77 par le point G, il faudra retrancher de T le produit
“de laire totale Q par le carré de la distance H, ce qui re-
- vient & retrancher de T le produit SH Ona donc a faue la
2 séue d opé1at1ons o
-

H—__‘—Q, I—T-—-QH*-‘—-l—-—SH

(Jette methode donne pour I une valeur un peu au—deasous
de la valeur exacte. | o
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3o-3 éthode simplifice- pour les grandes sections symélriques
par rapport & la droite XX,

sy On néglige le moment d’inertie de
Idme; on ajoute la section des cor-
z niéres 4 la section de la table voising;
L soit wla section résultante, et ! la dis-
. tance du centre de gravité de la table

| supérieure A au centre de gravité de

T ¢ la ta}?le ir%férieure B. Onaavec une ap-
proximation généralement suffisante :

1 .
I — — w2,
2

Dans ce cas, on peut prendre aussi pour valeur maxi-

o 1 I . ,

mum de v la quantité —, de sorte que , & pour valeur mi-
2

- nimum wl. Le moment d’élasticité a pour expression Rwl,
ce qui est évident, puisque Rw représente la somme des
forces moléculaires développées en sens différents dans cha-
cune des sections A et B, et [ le bras de levier du couple
formé par ces deux groupes de forces.

CHAPITRE II.

DETERMINATION DES EFFORTS TRANCHANTS ET DES MOMENTS FLE~

CHISSANTS DANS UNE POUTRE DROITE POSEE SUR DEUX APPUIS DE
NIVEATU.

Les forces extérieures qui agissent sur la poutre sont les

pa E r_ D . pa poids donnés quiy sont ap-

7>q l\t? pliqués, et les réactions des
S~ C\\ ] appuis. y

" ~ 1°* Cas. Les poids donnés

p seréduisent & une charge éga-

lement répartie sur la longuur de la piece.
Soit AB la poutre, A et B les appuis, a la distance AB,

PRRp— RN L o T M VL KE A SR F 0 SO0 Syt b e
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gmt enﬁn p le pmds umformément I‘epal ti pa,r umté de

[ongueur.,, S

' pa
Les réactmns des appllls ser ont vertmales et égales & — -

Plenons le pomt A pour ongme et AB’ pour axe des ab-
scnsses puis considérons un point M défini par son.absmsse
AM = z. Le moment fléchissant M des forces extérieures
aglssant sur la piece entre la section M et l'une des extré-
m1tés A se1a égal a la différence : ~

,pxx, T Y o lap— ) — M
— —px X— =~ plaz—x*) =M.
-2 2 ot |

Leffort tranchantA, dans la section M est égal & la diffé-

rence : ~
. pa

— - :A- .

On reconnait sur-le- champ \
o Que le moment fléchissant M est propor monnel a Tor-

'donnée d’une parabole dont I'équation serait:
= a2,

le facteur m, étant introduit pour rendre I'équation ho-
mogene et dépendant seulement du choix de Téchelle des
hauteurs; : '

Que M est nul au pomt A et au point. B pou1 x =0 et
pour x = a,. et qu’il est. maximum au point G, milien de

la’portée pour &;&:ff-g ;-il est alors é’gal‘ ; % pa*;
2° Quel effort tranchant A est proportionnel & l or donnée

d une dron;e représentee par I équation. .

y 2 p

n étant dP méme un f’acteur &épendamt du chom de\
léchelle des hauteurs; | - ,
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Que A est nul au point G, positif dans la région CA et
négatif dans la région CB, et acquiert sa valeur absolue

. . . . . a
maximum aux deux points A et B; il est alors égal a == e,

Si T'on compare les deux équations :
1 9
M=~ p(ax—2a?),
2
1 o
A= - pa— px,
2 |
. A ‘ /I 2 1 . b ) .
on reconnait que A = — ; cest-a-dire que I'effort tran-

dx
chant est la dérivée du moment fléchissant par rapport
a 'abscisse.
La parabole ADB, qui passe par les points A et B et qu
a pour axe la verticale GD menée par le milieu G de la
portée, représente par ses ordonnées les valeurs du moment
fléchissant en un point donné M. Silordonnée maximum GD

, . 1 s -
représente le moment de rupture maximum, g pa®, er--

donnée MF, élevée au point M, représentera & la méme
échellele moment fléchissant en M. Sil'on prend de méme
aune échelle arbitraire AE = —?— , et qu'on joigne EC, Tor-
donnée MH représentera, & cette seconde échelle, la valeur
de I'effort tranchant au point M.

1l est facile de trouver la charge de la matiére par unité
de surface dans une section M quelconque.

Soit w l'aire totale de la section;

I, le moment d’'inertie de la section par rapport & une
horizontale menée dans son plan par son centre de gravité;

R, la charge par unité de surface en un point de la sec-
tion défini par sa distance v & la fibre neutre;

R, la résistance & P'effort tranchant par unité de surface.

On a en un point quelconque :



. RIY- o
| d’ov Von "tix"‘e | A
5 A:R’Qg o IR= -,
/ w

Gi Pon cher che au contrairela forme de I'axe neutre apl és

la déformation, on posela
Ly B
dac‘{2 =M=_p (ax — 2?),

d’olt lon tlre, en 1nteg1ant deux fois,

EI

w1 (Y tang ) pazt— 1 g
Ei(y —x tanggv) = —L pax”-——' —1— pw’*,

et I'on déterminera la valeur de la constante tgco en obser-

a dy
vant que pour & = 5> oo d01t avoir ag = 0 ce qm donne
o _zpag | | T
tg == g L’angle ¢ est 'angle que fait au point A -

avec 1 horizon I axe neutre déforme.
Substituant cette valeur dans la derniére équation, et fai-

. a
sant & = 5 on a pour y:

La Valeul absolue de y est la ﬂéche prise par- Ia poutre.

© Cas. Pice posée sur deux appuls et sollicitée par un
Cxp E poids unique P donné de posi-
R = RN Y tion et dé grandeur. - -
e 3 Soit AB——-a,_ AE=1b;
T | et par suite, I
R o BE-~a--b
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La réaction X au point A sera déterminée par Iéquation
des moments autour du point B; on aura :

, P(a—
X>X<a=PX>x(a@—>b) donc X::”‘(-%“@:
et de méme Y:-_:-Plb
) a

Du point A au point E, le moment fléchissant en un
point M quelconque est égal & Xx ou & 1—)—(5—&—:—1)1

x &ant la distance variable AM. Du point E au point B,
le moment fléchissant en un point N est représenté par

Xe—P(x—10) = B@——G——LW P(x—Db), & étant encore

Fabscisse AN du point N.

Donc le moment fléchissant M varie du point A au
point E proportionnellement aux ordonnées d’une droite AF,
dont la plus grande ordonnée, EF, représente la valeur
Pla—0)b :
/-——-———( . ) du moment fléchissant pour x = 0. De E en B,
le moment fléchissant est repr esenté par les ordonnées de la
droite FB.

L’effort tranchant entre A et F est partout égal &

X = w, et entre E et B, partout égal & —Y ou ‘a——%’z;
la différence de ces deux valeurs est égale & P, et chacune
d’elles est la dérivée des valeurs correspondantes de \I prise
par rapport  I'abscisse. ~

Si, an lieu d'un poids P unique, il y en avait plusieurs,
on pourrait suivre une marche analogue et tracer le poly-
gone des moments fléchissants; on peut aussi traiter sépa-
rément la question pour chacun des poids, et composer
ensuite par voie d’addition algébrique les ordonnées obte-
nues pour chacun. |

Prevons pour exemple le cas particulier d’'une poutre

e s ket AP £ N T
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,pesée sur deux appuls A et B et supportant deux pmds
B ~égaux P, P en des. points

: X » et D également distants des
w extrémités de la pidce. .
G ' Les réactions des appurs se-
Sl ST ront égales 4°P. - I
? o SortAB:aetAG:b o
2 On aura donc, en p1 enant AB pour axe des «x et A pour
vorlgme R : oo

deAen C: M= Px et . A.—_—_P, o

‘de G'en D: M=Px—P(z—b)=Pb et A=—P—P=o,

de D en B: M—*—Px——-P(m——b)—P[x—-(a -b)]=P (a—2x),
et A=P— P-—-P"*-—-P

P] enant done sur la verticale du pomt G une longueur
CE —Pb et une longueur égale DF, sur la verticale du point
D, on obtient, en joignant AE, EF,; FB, le polygone dont
les ordonnées representent les moments ﬂéchrssants aux
- différents points de la portée ' '

‘De mémesi 'on méne une droite HK paralléle & AB a
une distance AH=P, et, au-dessous de AB, une droite LN
parallgle & AB et A une distance de AB égale aussi & P, les
ordonnées du contour discontinu HK, CD, LN, donneront
én chaque point de la portée la valeur del elfort tranchant,

. On peut vérifier sur ces deux exemples que Peffort tran-
cha,nt A est tou;ours la dérivée du moment fléchissant M par

rapport A Tabscisse. Cette. relation ‘est

L r+—-.rdx “un fait général, quelle que soit Ia dlStI‘l—

pods | bution des forces. . R
B M Pour le démontrer, il suffit de consi-
M M- —dz
Uy T g derer isolément un élément de longueur |

e “dx de la poutre; «cet élément est en

équilibre sous I'action de son poids pdx,
' des efforts tranchants sur.les .deux fanes
“AB, GD, et des moments de rupture dans :cés deux ‘séc=

5 A v -
\ pdz
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tions; or soit A leffort tranchant dans-le plan AB, et
M le moment fléchissant dans ce méme plan; I'effort tran-
chant et le moment dans le plan CD seront égaux a

A+ f—i% dxeta M-+ i%[ dw, changés de signe; car les forces

qui agissent en GD sur 'élément ABCD qui précéde la sec-
tion, sont contraires aux forces qui agissent en AB sur le
méme élément ABCD qui la suit. Prenant les moments par
rapport & un point quelconque de la section CD, I'effort tran-
chant dans cette section disparait parce quil a un moment
nul, et il vient

i |
<M+ °r dx) ——-M-—~Adx-—-—pda:>< @:0.

Réduisant, supprimant le terme infiniment petit du second
ordre, et divisant par dx, on a en définitive :
aM
o=
Revenons a notre probléme, et considérons successive-
' ment les deux poids P, P, pour

ZR | SF . composer ensuite les résultats
S /4\\\ partiels obtenus.

- - ’\\\\\ . , .
A C//II\DE J&“ - Considérons d'abord celui

b - des deux poids P qui est appli-
~qué au point G; les réactions

des appuis qui y correspondent sont P >< “—— en A, et

P>< Y en B et si Ton porte sur la vert
g &0 B et st on porte sur la verticale CE une

longueur CR = pZ >< b, le contour polygonal repré~

sentatif des moments fléchissants sera formé des deux
droites AR, BR.

La force P appliquée en D, considérée isolément, don-
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" nera de meme un polygone des moments formé des deux

droites AS, SB, qui se coupent sur la verticale du point D,
3 1a distance DS = CR; car il 'y a symétrie de la poutre et
* des forces par rapport au plan qui la coupe en deux partles

égales.
- 11 suffit alors de composer: pa,r voie d'addition les or-

données qui correspondent a une meme absc1sse, ce

(qui donnera le contour polygonal ALFB, que nous avons
- -déja obtenu. L/ ordonnée CE, qui s ‘applique sans variation

3 tous les points compris entre G et D, est double de

Tordonnée 1K commune aux deux contours part1els Or

/- a—b, a
b>< -~

Pb

a——b - 2

IK'CR::BI:BGoubienIK:_—( & )=, Donc‘

CE, double de IK, est égal & Pb ce que nous avions trouvé

~ directement.

- 3¢ Cas. Les poids qui agissent sur la poutre se rédur-
‘ sent & une charge p égale- .
//:_—*\\ ,y ment répartie’ par unité de
N longueur sur la portion AC,
A ////// g i\ et & une Chal;ge p' également

| | répartie par unité de longueur

X

sﬁr“le reste CB de la por rtée.
‘Soit AB=a et AC=108. :
 Le théoréme des moments donne encore les réacnons des'

_appuis. On a en effet, en prenant les moments par rapp01t |
au point B: o

X<a=pbx< (a-——b)+p(a-—-b> ——}9

puls ‘en les prenant par rapport au pomt A:

Y><a——pb>< +p(a—b)>< +b

Le moment de rupture M est donc donné entle les pomts
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A et G par 'équation:
o,
M=Xz— 5 P%s
et entre C et B pa'r‘l.’autre équation :

x—Db

M =Xz — pb>< <w-—— 1b> —p (2 —8) =

Ges équations représentent deux paraboles & axes verti-

caux dont les parametres sont égaux & % pour la premiére

L2 | :
et o pour la seconde. Elles ont un point commun pour

x =0, |
L’effort tranchant sera donné par les équations :

A=X—px, entre A et G,
et A= X —pb—p (x—Db) entre C et B,

ces eéquations représentent deux droites.

11 est facile de reconnaitre que, si p est plus grand que p’,
le moment fléchissant M, donné par les équations que nous
venons de poser, est en tous points inférieur & la valeur

1 R e .. e s
5 p(ax — x*) qu'il aurait si la charge p était répandue syr

toute la portée; et comme ce qu'on cherche avant tout, ce
sont les limites extrémes des efforts subis par la matiére, on
voit qu'il est inutile pour cette recherche de considérer les
charges incomplétement réparties dans la portée.

Il n’en est pas de méme des efforts tranchants; car sila
charge p est répartie sur toute la portée, l'effort tranchant
A est nul au milieu de la poutre, tandis qu’il a en ce point
une valeur différente de zéro lorsque la charge p n’est ap-
pliquée qu'a la longueur b moindre que a.

Pour prévoir tous les cas possibles de distribution des
efforts tranchants, il faut faire varier b de o & a, et ima-
giner que 'on construise la série des contours polygonaux
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formés, pom chaque valeur de b des deux drmtes

A=X— px, ‘entre A et C,
et A= X—pb——p (a:-—-b) entre C et B.

Le sommet de 'angle de ces deux dr01tes décrit une pa-
_rabole lorsqu’on. fait varier le pomt G

Sur la vertlcale AE, prenons AE = 1—? réaction de I ap-

pui A lorsque la plus grande
charge p s’applique & toute la
- portée; sur la verticale BF pre-

A' a
B l\% nonsensenscontrmreBF_p,

!Jo1gn0ns les points E et F au point I, milieu de AB. La
combe-hmlte des efforts tranchants mamma sera une pa-
* rabole & axe vertical EHF, tangente en E & la droite IE,
et en F & la droite IF; on aura Pordonnée IH de la pa-
rabole au milieu I de la portée, en menant la dr01te EF
qm coupe au pomt K la vertlcale du pomt I, et en prenant

=K.

IH représentera, la Valeur maximum de leffort tran—'
chant au ‘milieu-de la portée elle est toujours égale A
AEZEE ou & @_E;_P)ﬁ., p étant la plus grande charge par
~unité de longuem 3 laquelle la poutre puisse etre soumise
etp la plus petite; on en aura donc & coup siir une limite su-
- pérleure si dans cette expressmn on pose p'=o, ce qui rend
Yeffort tranchant maximum au centre de la portée egal é
,p8a , 0U au quart de leffort tranchant max1mum p2a sur
lappul P | : L \ =
" On: trouvera dans la seconde partxe page 12 le détaﬂ
| du ca,lcul de cette courbe.
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CHAPITRE III.

LE THEOREME DES TROIS MOMENTS.

§ 1. Exposé et démonstration du théoréme.

~ Lorsqu’une poutre droite sollicitée par des forces paral-
leles porte sur plus de deux appuis, les deux équations que
donne la statique ne suffisent plus pour faire connaitre les
réactions des appuis, lesquelles dépendent de la flexion
de la poutre. On détermine facilement cette flexion, et par
suite les réactions des appuis, au moyen du théoréme des
irois moments, qui peut s'énoncer comme il suit : -
St 'on considére trois appuis consécutifs A, B, C, et qu’on
appelle 1, 1' les portées AB, BC,
2 comprises entre le premier ap-
put et le second, entre le second

A PN
A B

et le troisiéme ; ‘

M, M, M les valeurs des moments fléchissants sur les ap-
puis A, B, G; enfin p, p' les charges par unité de longueur
supposées réparties également dans les deux travées AB, BG;
les moments M, M', M" sont liés par la relation linéaire :

I 2 (1} )M e % pl - pli=o.

Ge théoréme donne autant d’équations qu’il en faut pour
déterminer dans chaque cas particulier les, valeurs des
- moments fléchissants sur les appuis, d’aprés I'hypothése
faite sur la distribution des charges entre les diverses
travées. On remarquera que les longueurs I et ' entrent
seules dans les coefficients des moments inconnus M, M', M”.

Avant de démontrer le théoréme, il est utile de poser un
lemme préliminaire plus général.
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Consuiélons une travée quelconque AB, compuse entre,
deux appuis de niveau A et B; nous’
[ supposons queles forces extérieures
— et les réactions des appuis sont ver-
w ticales. Aprés avoir coupé la poutre
sar 1al)pu1 A, on rétablira I'équilibre en appliquant 2 la
-poutre dans la section A un couple égal au moment fléchis-
sant M qui existait avant la coupure Appelons A'la portion
de la réaction de Pappui A qui s’exerce sur la travée AB;
“enfin représentons par une lettre s la somme des moments
des forces extérieures données qui S'exercent sur la poutre
a partir ‘du point A jusqu’a un certain point G défini par son
| Aabsclsse x, cette abscisse étant mesurée sur 'axe neutre
de la poutre AB, & partir du point A- pris pour orlglne
I* est donc une fonction connue de .
Le moment fléchissant de la poutre au pomt C sera donné

pa1 ¥ équa’uon

d
£l zi——'i._—“—}—u.—}—A.T

Smt o 1angle que fait en A avec lhorlzon I'axe neutre

déformé ; nous aurons en mtégrant une pr emiére fois I’ éqlld-
‘uon qm précede : S

EI (%‘—tangcp)—l\lx-}—g ydm—}— A(Jc" ~

"L"intégrale S ydw est une nouvelle fonctnon de o que

nous 1eprébenterons par p, et nous aurons pa1 sulte, en m-
| tégrant une seconde f01s | , .

< Ap

Dans ces equatlons, faisons a: = l et appelons N, Q, :
-‘1es valeurs que prennent pour cette Valeur particuliére de,

la varlable.les fonctions h, p= &Gy.dx,,ret S pda:; pour
‘. o Jo o Ye o o
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d’y ,

da® =M,

M' désignant le moment fléchissant au point B; soit encore

¢ I'angle que fait I'axe neutre déformé avec I'horizon au
dy

point B, de sorte que pour x =1, on ait% =tangg';

cette méme valeur x = l on ay=o, et El

il viendra les trois équations:
M= M- N - Al,
EI (tan o' — tang w) =M{ 4 Q —{— AP

— EIltang © ::; M-S 6 Al3.\

Eliminons A entre la premiére de ces équations et la
troisiéme, puis entre la seconde et la troisiéme; il vient :

E1--+-E1ltan cp—fé;w-nll°—k NP —S,
l , 1o 1
EIgtangp+5EIltang@:—éBil —]——ng——-S.

Les quantités N, Q, S5, qui dépendent des forces exté-
-jeures, sont connues; au contraire, M, M', tg o, tg o' sont
inconnues, et ces deux équations font voir que M et tg ¢’ sont
des fonctions linéaires connues de M et tang o, quelle que soit
d’ailleurs la distribution des forces extérieures.

Il en serait encore de méme si les deux appuis A et Bn’é-
taient pas rigoureusement au méme niveau. |

Pour revenir au cas ordinaire ou les forces extérieures
données se réduisent & des poids uniformément 1%partis par
unité de longueur, ou & p kilogrammes par métre courant, il
suffit d’ observer quon a alors : |

=7 px”,

AL 1
p:\ {},dx::—-r—px’,
20 6

L I
S odr = — — px*,
s
0 24

s iy



et par smte, en falsant x= z

N :-— ;;plz,
5 Q= -—-(1; pl3,
: D’ oﬁ résulteﬁt enfin lé,s deux éq\uations}
| R == 5“#‘“‘*’—?“"“7?’”
tang ¢ = — 2tang¢ — ; i% M — 517;%%3

”'Les’ angles ¢ et o, étant trés—petits, pel‘went “8tre pris
pour lems tangentes et Ton palwent a1n51 au lemme

sulvant o L
.« Le moment ﬂechlssant sur un appui quelconque et
« I'angle tr és-petit que forme en ce pomt avec I'horizon la

« tangente & I'axe neutre déformé, sont exprimables par

« des fonctions linéaires du moment ﬂechlssant sur I appul

« précédent et de I'angle de la tangente a l'axe neutre avec

« Thorizon sur ce méme appui- précédent »ooF ,
Ce lemme fournit une méthode générale pour trouver

~ les moments flechissants sur tous Jes appuis d’'une poutre

» ,posée sur tant dappuls qu’on voudra. En effet , apphque

~ au second appui, il conduit & éxprimer le moment sur cet

appui et 'angle d'inclinaison de I'axe neutre déforme, par
des fonctions linéaires du seul angle Po de Taxe neutle avec
I'horizon sur le premier appui; car le moment fléchissant

sur le premier appui est nul. Passant au tr01S1éme appm,‘

on pourra, par de simples substitutions, exprimer aussi

~les deux inconnues M et o corlespondantes & cet appui
par des fonctions 11néa1res de @005 eb opérant de la meme :

‘manidre sur tous les appuis successifs, on finira par ex-

primer le moment fléchissant sur le de_lm_er.‘ appui par une -



C— 28 —

fonction linéaire de o, Or ce moment doit étre nul. Il sui-
fira donc d'égaler & zéro la fonction qui le représente pour
avoir la valeur de o, qui, substituée dans toutes les expres-
sions précédemment trouvées, donnera la valeur de cha-
cune des inconnues. | |

Le théor2me des trois moments se déduit facilement, par
Félimination des angles », du lemme que nous venons
d’établir.

Soient A, B, C, trois appuis consécutifs, et’M; M, M’ les

el .. w_______ momenis fléchissants sur
. 712

,if z 2 cesappuis; appelons ¢''an-

M hig

¥ ole de l'axe neutre avec
Phorizon sur appui intermédiaire B. En vertu du lemme,
on pourra exprimer M” par une fonction lindaire de M et
de ¢'; et par la méme raison, on pourra exprimer M par
une fonction linéaire de M’ et de ¢'; car il suffit pour cela
de prendre les travées dans 'ordre inverse ; le méme angle
' se retrouvera pour les deux travées qui aboutissent au
point B, parce qu’elles se raccordent tangentiellement sur
cet appui. Entre les deux équations résultantes, on élimi-
nera ¢, et 'équation finale sera une relation linéaire entre
M, M, M".

Appliquons cette méthode & une poutre continue posée
sur des appuis de niveau et sollicitée dans chacune de ses
travées par des poids uniformément répartis; p, p’ sont les
charges par unité de longueur dans chaque travée; pour
la seconde BG, nous n’avons qu'a appliquer la relation
trouvée plus haut :

EI |
M/ = —oM — 97 & — p 2.
A

Pour la premiére travée, on devra changer ¢' en — ¢, car
pour exprimer M en fonction de M, on prend les appuis dans

Pordrerétrograde ; au lieu de'l’angle que fait avec I'horizon
la tangente & 1'axe neutre dansla travée BC, on doit prendre
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angle que- fait avec I’ hori 1zon le prolongement de cette ta,n-
rente , angle qu1 est egal au premler changé de 81gne on'
ra donc la seconde équamon : :

6EI '
M=—aM+| — 4pl"

~

\Iultlphons la premiére par 7, la seconde pal l et a;outons ;
Jangle ¢ 8 éhmme nous obtenons I'équation : |

M2 M (I + l')-}-\l"l’—}- pl3—{—4p B—0, (1)

et 1e théoréme des trois moments est uémontlé

On trouverait une relation linéaire de forme analogue
entre les trois moments M, M, M", dans le cas général ou
les forces seraient réparties d’'une maniére quelconque, et
oiil v aurait de petites différences de niveau entre les di-
vers appuis. Mais nous nous bornerons & examiner dans ce
qui suit le cas de la 1epamtlon umformo des charges da,ns
chacune des travées -

§ 2. Résolution du systeme d’cquatzons auquel conduzt
le théoréme des trois moments '

~Considérons une poume droite contmue de n travées re-
posant sur n + 1 appms de niveau. ‘
Appelons 1,, 1, ..... I, les longueurs de chaque ua.vée,‘

6 Pys Pyy eerer PuleS pouls par umté de longueur dans |
rhacune d’elles. \ co L R EL

Lenuméro d’une travée sert d indice & la fois a la Ion—
gueur ! de cette travée, et au poids p qui y est umformé—
ment réparti; il est égal au numéro de lappm de cra,uche;
de la travée. : -

Appelons enﬁn M Wa yeenes M, les n—1 moments flé-
chlssants inconnus sur les appuis n® 2, 3, ..... n; _nous
‘omettons le moment fléchissant sur Tappai n° 1, ousur la
| premzere “culée, et le moment fléchissant sur - lappm‘



—_— 30 —

n° (n 4 1) ousur la seconde culée, parce que ces moments
sont nuls, la poutre reposant sans encastrement sur ses
appuis extrémes. , ,

On aura pour détermmer les n —1 moments inconnus,
le groupe suivant de n — 1. équations du premier degré,

qui ne sont que 'application de I équa,tlon (1) & trois appuis
consécutifs quelconques |

1
ol 1) M, "l"lM"‘ 4(}91!1 +p2l2)3
LMy 42 (l, 1) Mg+, ¥ = i(p(,lg +p,13 )
: 1 .
LM 42 (L LM, - [ M= — Z}( psls +p.05),

--------------------------

ln_2“1n~2-+2( ln—2+ln—-1‘) Mn“1+ln-1 M‘n —

- Zli (pn—?.li"‘Q__‘—pn—l l:—i)
1

ln—l Mn—1+ 2 (ln—l_{— ln) M, — —_‘Z (pn-—1 li—l +pnl13’£ ) .

Nous poserons pour abréger :

1 :
o Pﬂz:zl(px li +p2l;)9

--------------

P (pn-—i —1 —]_ Dn ln ):

les équations deviendront :

2 (ly4-1,) M, +,M;=—P,,
UM, - 2(], 1) M, - |, M, =—P_,
({“) { 13[‘13 "i“Z(ls—i—l,') ML_‘—[',L\ISZ—-—- Pa. ,

ln 2M,, A2l Al M, R M =

n—1 *%a - Pn‘_j[)

n—i n1+ (n—-i:}—ln)nln :_"Pn'

Soit proposé de trouver M,; on y parviendra er appli-
quant la méthode connue sous le nom de méthode de Bezout,
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et qui consiste & faire disparaitre toutes les inconnues,
moins une, en multipliant les équations par des coefficients
indéterminés. Ici nous multiplierons la derniére équation
par Tunité, lavant-derniére par un coefficient indéter-
miné o, la précédente par un autre coeflicient indéterminé o,
et ainsi de suite jusqu'd la premiére équation qui sera
multipliée par un coefficient «,_.

Faisons ensuite la somme de toutes les équatlons ainsi
transformées, et égalons & zéro les coefficients de M.,
M,, ... M, dans I’équation résultante. Il viendra pour dé-
terminer M, I'équation :

M, [2e, ,(I,4-1,) Fo, i) l=—P,0, s —Pye, 4..... —P, ,a,—P,

et pour déterminer les n—2 coefficients inconnus (o), le
groupe suivant de n—2 equatlons

r_ol }‘20Cn 3(l+l>+v€n+ 7:_":()7
lyFoa, (I,41,)F o, 51, =0,
(A) oyl o1 24, (1, 9-{—591 o) b= o,
aZn —}—20&(” 2+ln 1)+ln_1‘:0,
\ Oc1 n—1 ‘!— (ln 1+l '

- Or ces équaticns sont immédiatement résolubles; on tire
«, de la derniére; cette valeur de « , substituée dans la
précédente, donne o, ; Uantéprécédente donne «, au moyen
de o, et de «,, et ainsi de suite, chaque coefficient se dé-
duisant des deux précédents ajoutés ensemble aprés avoir
ét¢ multipliés par des nombres connus. I'analogie condult
a poser :

o 1l +20Lh O(l +l )+an 3l2:0

et I'introduction de ce nouveau coefﬁc1ent Oy _ 4 permet
d’exprimer M par la formule : |

G)nc)—!—P‘%"(n 3+ +P +Pn 7

{
%_,1 ‘:1

M, =




On remarquera que si on écrit en téte du groupe (A)
I'équation qui définit e,_,, on obtient un groupe qui ne
difftre du groupe (M) qu'en ce que les moments in-
connus | ‘

M, My, ... M_,, M,,

sont remplacés par les coefficients

&y 9y Oy ggees Oy, 1,

et les quantités connues

P,, P, ... P,_, P,

n—y2

sont toutes remplacées par zéro, sauf la premiere, P, qm
est remplacée par o,_4/,.
Les coeffieients (=) sont donnés par les équatmns :

l !
n—1{ n-1
o=—an (14 72) — 72,
) : n—
l [
— H - P-4
Uy =m =24 (1+1 051( ’
'n—3 n—3

Il est facile de s’assurer que les coefficients =, «,, %...,
Ln_zs %q_y ONt des valeurs absolues qui sont croissantes, &
partir du premier, =, , dont la valeur absolue excéde le
nombre 2, et qu’ils sont alternativement positifs ou né-
gatifs, & partir de «,, qui est toujours négatif.

On obtient donc M, par la formule :

ﬁn
3 . P.u, -

M=
ai‘.‘. 11 ?

2

Yindice = recevant dans ceite somme toutes les valeurs en-




Y

tléles de 2 A n; pou1 que. cette expressmn S0it géné1 ale, il
ffaut admettre: que o, est €gal & Lunité; ¢ ’est un premier
fs:coefﬁaent constant qu’on peut mettre en téte de la suite des

cofﬁulents (). | 4
~ La méme marche sert & déterminer M,. On calculera

" “une S6rI€ Yor Yi» Ya» Yoo ++vee Yaoss Yuoy COMMDE on calcule la
 G6TIE (o %y Py weees Fugs Fuys mais en commencant par
 Tautre bout de la poutre; on trouvera de cette mamére :

£

Yoy::l" .

. li

Y= —2 <1 + =1
¢ \. 1’2‘

!
Y= 27y (1 "l"f)""[‘:

et M, sera donné par I'équation :

RS

Yl

Nous verrons plus loin qu'au moyen des deux séries (2
et () on peut calculer directement un moment fléchissant
quelconque. Observons d’ailleurs que quand la poutre est
- symétrique par rapport, 4 son milieu, les deux séries (=)
et () sont composées respectivement des mémes nombres.

M

n

§ 8. Construction géométrique des moments sur les appuis.

A

Connaissant M,, on en déduira successivement M,, M,..

M,; cette 1echewhe se fait aisément par des construcuons
| géomctnque%. | '



Lorsqu une poutre repose sur un certain nombre d’appuis,
les moments fléchissants sur

T T les appuis intermédiaires sont
e ! el . .
i 40 R tous négatifs. Sur les verti-

|
i l 1‘ cales Aa, Bb, Ge, passant par

T ] o .

A 1 B YA ¢ ) s
W M, " les appuis A, B, G, dont le

numéros sont k—1, &, k-}-1,
prenons des longueurs Aa, Bb, Ge¢ égales aux valeurs abso-
lues de M,_,, M, M,,,, doublons la longueur intermédiaire
en prenant B3 = 2Bb; joignons aB, ¢B; nous formons ainsi
deux trapézes dont la surface totale est égale & |

\ia—%- lj Bg—’r (JC }le 1+2;.\I 31“1;“‘—1\1791—1
AnB l],__l—'—‘_—*—- ——licw— —
2 2
1
:—”‘2 I, 42 b e )M + ¢ Mk+1> — P/v"

Le théoréme des trois moments donne donc la mesure
de l'aire formée par la somme des deux trapezes ABBa,
BCc3, dont les bases sont égales aux longueurs des travées,
et dont les hauteurs ont un rapport simple avec les moments
{léchissants sur les appuis. On peut se servir de cette
propriété pour construire géométriquement la valeur ab-
solue de M,,,, au moycn des valeurs absolues de M,_, et
de ivL‘,.

Soit en valeur absolue Aa =M,_,, Bb=M,; prenons
B2 = Bbh >< 2. |




-—a:)‘-—-

La valem ,absolue Gc de M, -est inconnue. Prenons les
mlheux 5 et ¢ des cotés af, Be, et par ces deux points me-
" nons la droite de qui, prolongée, rencontre en p et g les
"“ vertlcales Aa, Ce; le trapéze ApqG est egal a la somme des

t1apézes Aa@B BBCG et par suite il a pour mesure - Pk

Par le milieu I de la distance AC, menons la vertmale IK,
qul coupe pq en H le trapéze ApgC a pour mesure AG><TH,

s —P _' |
et par suite IH = 7&—5 Le point H est donc connu de posi-
tion sur la droite 1K, et par suite, connaissant le point 3,
milien de af, le point e se trouve & lintersection de la

“droite ol avec la verticale EE' élevee sur le milieu de BC.
Au lieu de déterminer la longueur IH par 1équat10n |

_Pk

ACY
trlque Sur les verticales DD/, EE' élevées au milieu des
portées AB BC, prenons des quantltés Dd, Ee, égales &

IH = on peut I'obtenir par une construction géomé-

3 el et 8p" Cest-a-dire aux valeurs des moments

fléchissants qui existeraient aux milieux des -portées AB,
BC, si elles étaient coupées sur les appuis A, B, G; par les
points d et e, menons la droite mn, qui forme le trapéze
AmnG; ce trapéze a pour surface :

| AB X< Dd L BC rg
ou bien :

by ‘é PM l!;—t"+ ‘lkxg p.li=

1 3 J 1
— _é (pk_‘l 'll.';—i+ pk lk ):; P,’c‘

Donc la droite mn passe par le point H comme la droite 8. -
-En résumé, voici la suite des constructions & falre pi)ur
trouver M,hL1 connaissant M, et M;_,.
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Sur les verticales Aa, Bb, passant par les appuis A et B,

W
5]

T /
A
mmr,-l

. \oz &

—

.__,_~
] S

AN
G

-
v

prenons A égale & la valeur absolue de M, _, et B3 égale au
double de la valeur absolue de M,; joignons af et prenons
le point & milieu de af. Par les points D, E, I, milieux de
AB, BC et AC, élevons sur AG des perpendiculaires indéfinies
et prenons

‘ 1 2 1 2
Dd = -S~ y Ik—i) Ee—= ngc ,k ’

joignons de qui coupe IK en H; joignons ¢H qui, prolongée,
coupe EE en ¢; enfin joignons Pe qui, prolongée, coupe en
cla verticale passant par le point C. Gc sera la valeur absolue
~du moment fléchissant M. -

On pourra appliquer cette construction aux deux pre-

mieres travées, en observant que le moment sur le premier
appul est nul; connaissant M, par le calcul, on en déduira
donc M, ; la méme construction appliquée & la seconde et &
la troisiéme travée donnera M, et ainsi de suite jusqu'aux
dernieres travées. Appliquée aux deux derniéres travées,
Ja construction devra donner zéro pour le moment sur le
dernier appui; ¢'est une vérification. ‘
Supposons que tous les moments fléchissant sur les ap-

puis soient déterminés, et proposons-nous d’en déduire le -

moment fléchissant dans une section quelconque de la
poutre,
La section dont il s'agit est située dans une travée AB,

comprise entre le (k— 1)™ et le k= appui ; elle est définie
dans cette travée par son abscisse AN = «.



o 87— |
Nous aurons en ce pomt et appelant M le moment ﬂé- .
¢ | chissant var iable avec z :

; ) . : ' : <1 2
%\A M=M, + Az — ;pk_xx"-

B
N,

S e ‘_ o A est Veffort tranchant en A

dans la travée AB; faisant x=1,_,, M devient egal & M,,

- et par suite | | |
o 1 2

M, = M:k—1+‘Alk'—1 — pk—illﬂ—i'

~ Entre ces deux équatlons &liminons A, nous obtiendrons
l’équatlon finale : ‘

. \
Mlk._i““ M2 =M, ({_,—2x)+ ;pk—; l’k-—ix(lk—l—. ),
ou bien B

M l, , —x M z 1 ,
M———- k—i( k— 1l )+ + ;"pk_1m(lk—1'—x)'
. k ;

Le moment M en un point quelconque de AB se compose
donc de deux parties; I'une, -;- D@ (Ly— ), est 1a valeur

qu’aurait le moment {léchissant au point défini par I'abscisse
x, sl la travée AB était coupée sur ses deux appuis ; cette por-
tion est représentée parles ordonnées d’une parabole AGB dont
laxe coincide avec la droite élevée perpendiculairement au

| milieu de AB. L’autre partie,
) /"‘TQ”W\AE b My (hoy — o)+ Myx

I ‘ re-
‘a / f }E | ; by -
. ,

!

\ s Drésentée par les ordonnées

A e >/ i y . ¢ s
/ " N d’une droite, passant par le
@ C point x =

=0, M=M,_, et par
" le point x =1,_,, M=M,;
en d’autres termes, par les ordonnées d'une droite joignant
les extrémités des longueurs Aa, Bb, quireprésenient les
moments fléchissants en A et en B; M,_,, M, sont desnom-
bres négatifs, et I'addition des deux portions de la valeur
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de M revient & soustraire de la premiére partie la seconde
partie prise positivement. Prenons donc sur les verticales Aa,
Bb, passant par les appuis, des quantités Aa, Bb égales aux
valeurs absolues de M,_;, M, et joignons ab; nous aurons le
nouvel axe par rapport auquel il faut prendre les ordonnées
dela parabole ACB pour avoir la valeur compléte de M. Ainsi,
au point A, M est égal 4 —Aa; M est nul en D', projection
du point D ou ab coupe la parabole; M est maximum au
point ¢/, projection du point G ot la tangente & la parabole
ACB est paralltle & ab; il se retrouve nul en E', projection
du point E; enfin en Bil est égal 4—DBb; la courbe des mo-
ments a'D'C/E'd’ s’obtient ainsi en prenant pour ordonnées
la différence des ordonnées des deux contours ACB et ab.
(est la parabole AGB elle-méme déplacée de maniére que
son axe reste toujours vertical et qu’elle passe par les deux
points donnés a' et b'.

On peut remarquer que des deux 1ignes AGB, ab qui con-

courent & former la courbe définitive a'C’H’ des moments,
I'une ACB résulte entierement du poids p,_, uniformément
réparti dans la travée AB, tandis que la position de la
droite ab dépend des charges uniformes réparties dans
toutes les travées. Chaque travée doit étre considérée suc-
cessivement comme pleine ou comme vide ; on ne peut done
trouver pour chacune que deux contours ACB, I'un corres-
pondant au poids de la travée pleine, I'autre & son poids
propre sans addition de surcharge; il y a au contraire au-
tant de droites ab & considérer qu’il y a d’hypothéses dis-
tinctes & faire sur la distribution des surcharges entre les
diverses travées.

§ 4. Détermination directe d’un moment quelcongue.

Une méthode analogue & celle que nous avons tracée
pour determiner M, ou M,, conduit & la détermination
directe d'un moment M, quelconque. Avant de exposer, il
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\os des &ppms { 2 3 k-t k o+ 71— )
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Moments inconnus. My My My 4 Mp Mpey  May Ma
Long deStI‘aVé(‘b ‘:’ li E ZQ E - E lk_i 5 l],; E E l‘ll——ls ln _:
oids pépartl prry by, P opey ok : topn
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est bon de former avec toutes les qnamités qui entrent da
le probléme, connues, inconnues, ou coefficients auxiliaire
un diagramme ot elles soient chacune attribuées sans an
biguité & une travée ou & un appui. Cest I'objet de .
figure suivante.

On voit par ce tableau qu’a chaque appui, correspondent
un coefficient («) et un coefficient (), et que la somme
des indices de ces deux coefficients est constante et égale
an—2 |

Revenons aux équations (M).

Le moment inconnu M, se trouve dans la (k — 2)™° équa-
tion de ce groupe avec le coefficient {,_,, dans la (k— y)™°
avec le coefficient o (I,_, - {;), et dans la k™ avec le coeffi-
cient I,. Multiplions la premiére des équations (M) par

%, ., la seconde par o, ,v,,la 3™ par o _ SPORTRE jusqu’a
la (k— 1)™¢, que nous multiplierons par «,_,y,_,; puis con-
tinuons en multipliant la k™ par o, v, ,; la (k- 1)
par o, _, .Y, ,, et ainsi de suite jusqu'a (n—1)" et der-
mtre qui sera multipliée par vy,_,; faisons la somme des

équations ainsi préparées, et tous les moments inconnus
disparaitront, sauf M;; nous trouverons comme résultat
final : -

by %k Yig - 2 (lk—i + lk> e L N

Le dénominateur du second membre peut se simplifier,

U (PP vy AP Yo% Yo+ (P AL I 1+P )

.
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en observant que I'on a entre les trois coefficients consécu-
tifS v, Ti_ss Vi, o 12 relation :

lk——l Yk——s + 2 (lk_m + lk)YIr_-'z + llchk——i —0.
Multipliant par «,_,, il vient :

‘ ! o —
lk—i Yk—:}an-k + 2 ( lk._l -5 l‘k) an—hYk-—Q _'{" lk Ly kg = 0,

et par suite le dénominateur M, se transforme en
/
U (g Yhmg ™ e Vi) 3

ou, avec la suppression du signe — devant le second
meinbre : o

A (dn—lchcfl— %ty Vo)
(est le produit de la longueur /, de la k™ travée par la
différence des produits en croix des coefficients (o) et (y) qui
correspondent aux appuis sur lesquels porte cette travée. Le
dénominateur de la valeur de M, est ainsi relatif & 'une des
deux travées qui aboutissent & I'appui sur lequel s’exerce le
moment M,; le numérateur, au contraire, ne contient que
des termes relatifs aux divers appuis; il est permis de con-
clure de cette simple remarque que le dénominateur pour-
rait aussi bien se représenter par le produit

l k——i(an—lr-{-iYk—g — %, Vi)

formé au moyen de la longueur ,_, et des coefficients (o)
et (y) pris dans la travée précédente, que par le pro-
duit 1, (o, Y, —% T, auquel nous sommes par-
venus; et de ld résulte ce théoréme : « Le produit de la
« longueur d’'une travée par la différence des produits en
«croix des coefficients («) et (y) qui correspondent aux
« appuis comprenant cette travée, est constant dans toute
~«l'étendue de la poutre. »

On démontre directement ce théoréme en se reportant

aux équations :

lk—i 'fk—3+ 2 (lk_.1+ lk)‘{k_z‘{’ lkYk_i =0,
by iy F 2 (U D) ot Lo =0
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 qui établissent la relation entre y,_;, Yo Vi d'une part,

et entre o, .. is % gy Fn_gys de Tautre.
i I'on multiplie la premiére de ces équation par a,_,,

1a seconde par 7y,_,, et quon retranche, il vient :
lk_1('an——k-'r1~{k'2 - an~kYk~3) - Zk(an—kYk——l - an—kdl-\{k—ﬂ) = L.

Ce produit constant L, pris dans la premiere travee est
égal & Lo, ,, ou dans la derniére, & Iy, ., et Ton a la
formule générale :

‘Q k ? n
an—k"é"“ 2 PTYT—% T Y?c_ga;xé H_}P'-c'fn_r;
L

Le dénominateur commun L a le signe de «,_, ; il est po-
sitif si le nombre n des travées est impair, et négatif dans
'le cas contraire. o

M, =

§ 5. Propriétés des nombres («) et (y).

1. Les nombres («) et (v) ont quelques propriéiés inté-
ressantes que nous allons indiquer dans ce paragraphe. On

vient de reconnaitre que le produit de la longueur [ d'une

(o o

travée, par le déterminant «v'—o'y des coeflicients L
[

qui correspondent A ses appuis est une quantité con—

stante, quelle que soit la travée considérée. On peut
aussi poser une relation entre trois coefficients («) con-
sécutifs, et les trois coefficients (y) relatifs aux mémes
appuis, dans laquelle n’entre aucune longueur de travée;
. iy s !

il suffit pour cela d’éliminer le rapport ll- entre les deux

. k—q
equations qui lient v, ,, Yi_,» Vi, & une part, et e, ..., o, ,,
o, ., de Iautre.
Pour cela on donnera & ces équations la forme

Zk--i (ch—-s -+ 2“{1@..2) = — l!c(2Yk_2+ Yk._1>:
lk—i (ocn-k+1 + 20(1;—-};) = lk(QOC" k + an—k-i)?

é



et la division ¢éliminera les longueurs de travées :
Vies T 2Yis — Fnkrt + 22, 4
Mot Tict 2k Fnis

2. Lesnombres ., v,, sont positifs ou négatifs suivant que
n est pair ou impair, et ils ont une valeur absolue d’autant
plus grande que n est plus grand. 1l résulte de la: |

1° Que la somme ou la différence, o, %=, _,, de deux ter-
mes consécutifs d’'une méme série («) a toujours le signe
de celui des deux termes qui a le plus grand indice, c’est-
a-dire le signe de @, et que la valeur absolue de la somme
%, -2, est moindre que celle de o, tandis que la valeur
absolue de la différence o, —a,,_, est plus grande;

2° Que les produits o,x,, ou 2,7, de deux termes pris
comme on voudra dans une des séries (), (y) ou dans les
deux, sont positifs si les indices n et k sont & la fois pairs
ou & la fois impairs, et négatifs si I'un des indices est pair
et Iautre impair; ce qui revient & dire que les produits
@, 95, OU 0. 7y, sont positifs ou négatifs suivant que la somme
n -+ k des indices est paire ou impaire, ou encore qu’ils ont
toujours le signe de (— 1),

, ‘ . . o, oA .
fl en est de méme des quotients = ou ==, et plus géné-
ol e
k ik
d"""‘\‘”f ee e 3 L3 -
———— est positif ou négatif
ln/’\!”kl es e .
suivant que la somme n -k 4 o' + K 4.... des indices
des facteurs du numérateur et du dénominateur est paire
ou impaire.
3. Supposons que toutes les travées soient égales, et
qu’elles soient en nombre indéfini. Les deux séries () et ()

se réduiront & une seule et méme série, savoir :

ralement encore, le nombre

o 1,
- 45
15,

— 56.

0

%y

o d

o

NI
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(;énéralement

— ’ . _i_ £ - rs - —
oy — ‘*/ic"'n—: ™ Faas N T R e T e 0.

Q

Avec les nombres o, 2, %, .....
nome indéfini :

T RS B L SR RS SR

et multiplions-le par

. formons un poly-

2.
1 4z 27

le produit se réduira A

o 4 (o, - bo,) 2

ou toutes réductions faites, & l'unité; les termes de degré

supérieur disparaissent du produit parce qu’ils ont pour

coeflicient général la somme o, +4e,  + o, _,, qui est con-

stammentnulle; doncle polynome 1—A4x 155" — 562 +.

dont les coefficients sont les valeurs des termes de la série

(o) s’obtient en divisant I'unité par le trinome 1 +Ax-a’.
Mais on a identiquement :

1
1 _as ey
1Hbhetat (,_\3ldia (ab\BLa

et des développements séparés des deux fractions du se-
cond membre conduisent & deux progressions géométri-
ques ; faisant la somme des termes généraux de ces deux
progressions, on aura I’expression générale de o, :

) (2—{_\/5)7&1 ( )nJA
2¢/5

a’h, == <—‘- 1) ?
nombre rationnel et entier.

On obtiendrait des résultats analogues si les travées suc-
cessives, au lieu d’étre égales, étaient les termes d’une
progression géométrique.



