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INTRODUGTION.

L-'o'llvragè âûquel11011S donnons lé titre de Th'éorie

êtêmèntâire tièàpoutres âroztc$ sè compose de trois
,

-

partîês.
,

- -

La premièrêcop.tient, outre le râppèl âes déflhî-
tions et des formules fondamentales" une étûdé dé-
taillée du problème des poutres cohtintiés posées sur

plusieurs appuis. Ce problème, qu'un ingénienr de

chemin de fer est fréquemment appelé à traiter, â été

regardé comme à peu près insoluble, parstifte de la

longueur des calculs, tant qu'on n'en acoÎll1U d'autre
, ,

solution que celle que Navier indique. Oii le résoüt aU-
jourd' hui par une méthode éleganteet râpidè, qui ap-
partient presque enentier à M.Clapeyron. Nous avons
fait rentrer dans cette partie, une seconde édition de
la brochure que nous avions publiée sur le mê.rne
sujet, à Pétersbourg, en 1860 (*).

La seconde partie est l'extrait d'un mémoire inséré

,

(*) v. sur l'histoire de cette question, les Annales des Ponts et
Chaussées, année 1.860)~ovembre et Décembre. chronique, p. 405.
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dans les Annales des Ponts et Chaussées, sur la Théorie
des treillis et' des fermes américaines (*).

La troisième partie est en quelque sorte le con1plé-
lnent pratique des deux premières. Elle comprend:

Une comparaison des types n1étalliques les plus con-
nus;

Des exemples propres à éclaircir l'emploi des for-
mules trouvées dans les parties précédentes, et notam-
ment d'une formule de la seconde partie, conduisant
à priori à fixer approximativement le poids propre
d'une poutre droite dont on donne la portée et la sur-
charge;

Des tableaux où sont groupés divers renseignements
utiles;

~es dessins d'un projet de pont en treillis,
Et enfin des modèles de sOlllnissiol1set de cahiers

des charges.

(~) Année 1866, mars et avril, p. l[U.
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FORMULES GÉNÉRALES

R EL A T IV ES

..AU.X POUTRES DROIrrES

D'UNE OU DE PLUSIEURS TRAVÉES.

~:~:oû--
-

CHAPITHE PPŒMiER.

RAPPEL DE:S DÉFINITIO~S Er DES FORMULES FONDAn1ENTALE5.

----

Pièces prismatiques.

Les ~ifrérentes pièces qui entrent daÏ1s 1a composition
d'un ouvrage 111étalliquesont ordinairen1ent assimilables à
des pris1l1es droits, symétriques .par rapport à. un pJan
rnoyen, et elles sont sollicitées Ipardes forces situées dans
ce plan et norn1ales à la direction de ces pièces. Dans cer-

.tains cas, il est nécessaire de prévoir l'action de forces obli-"
ques agissant toujours dans le plande symétrie. EÜfln OA
est souvent conduit à altérer d'un point à r autre les hâU-
teurs 9u l~s sections desp~ècesou de leurs élénlents consti-
tutifs,pour donner à toutes les parties de laconstructiol1une
résistance à peu près égale. .Onobtient ainsi un solide ,qui
n'est Blus un prisme géoruétrique : le non1 de pi~ce pri$rn a..

.

tiquecontinuenéa111ll0ins. à être employé'pourdésigner uî1e
pièce de cette nature, et signifie sellleIl1entUne pièce droite
ou léY,èrement courb.ée, dont les dimet~siQns' transt'~rsaléS$Q1Jt
petites par 'rapport à la 'long«e~Î"'. "

.
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Effort tranchant, Moment fléchissant, Moment d'élasticité.

Considérons une pièce prislnatique MN, en équilibre sous

- F/i' A l'action deJo.rcesnor-
. ' '- --~"---Y i

--~-L-~__i . 111ales données de
i\'1[ r ~ r

E?
N .

--~- Qr Qr
.

grandeur et de POS1-
1 Il . C 1. YFfF tlOn. oupons- a par

un plan PQ perpendiculaire à sa longueur.
Le plan PQ partage la pièce en deux tronçons qui sont

en équilibre chacun sous l'action des forces extérieures qui
y sont spécialement appliquées et des forces 1110léculaires
développées dans la section PQ. Ces forces 1110léculaires
font donc équilibre aux forces extérieures qui sollicitent
l'un. quelconque des deux tronçons.

Prenons en particulier le tronçon PQN;soient F, F', F" les
forces nonnales qui agissent sur lui; soient de plus f, f', r'
les distances de ces forces à la section PQ ou les bras de
levier de ces forces par rapport à un point quelconque de
cette section. Les forces moléculaires dans le plan PQ se
réduisent donc pour l'équilibre:

10 à une force A, égale et opposée à la sOlllmealgéhrique

F + Fr + F" + ...
20 à un couple lVI, égal et opposé à la S01111118des 1110-

ments Ff + F't' + F"rr + ... Cela posé, on appelle:
Effort tranchant dans la section PQ, la résultante F +

Fr+ F" + ... des forces qui tendent à faire glisser la portion
PQN sur la portion PQM, en cisaillant la pièce suivant le
plan PQ;

Résistance à l'effort tranchant la force 11loléculaire A,
égale et contraire à l'effort tranchant;

lJ1loment fléchissant ou moment de r'upt1lre, le couple ré-
sultant Fr+ F't' + F"r" +... des IDOlnents des forces exté-
rieures qui tendent à courber la pièce dans la section PQ ;

Moment d'élasticité, le couple résultant Ji des actÏons

'.',. ~"..
';"'~.'''''~--''-''_M"_'_~~-'~~.-",

,._~
~ .. ",,,,- '.,,,,"-,,,,,,,,,,,,,,-,,,,,~",-,,~,---,,,,,,---,,,-,-,,,,,,,,,,,,,--,,,~->,,, ~,~..,

-""""""'~"''''-''''''''''''.'

..;.'.,...,"".~.,... ".,,~..,jü.,,><-~

"~""''''''''''-~''~~~'_&" - -
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moléculaires dévelbppées dan&laBeation PQ, égal et opposé
au moment.fléchissant.

.

"

Lorsqu~une pièce MN est sollicitée par des forces obliques;
situéesldans son plan moyen, on peut décomposer chacune
de ces:forces suivant deux directions, Yuneno1'male, l'autre
parallèle à la pièce; lescomposantesnorn1ales s"ajoutel1Len-
semble pour donner l'effort tranchant; les composa)Jtes pa-
rallèles ajoutées donnent un effort d'extension ou de com-
pression, enfin le moment. fléchissant est toujours égal au
couple résultant des moments des forces extérieures.

pièce d]'oite tirée ou c01nprinu!e dans le sens de sa longueur.
" '

L'expérience' conduit à adÙ1ettre que quand une pièce
droite est tirée dans le sens 'de sa longueurpar'ul1e force P
égalen1ent répartie sur toute la section transversale,L étant
laJongueurde la, pièce da,ns son état naturel,ll' allonge-
ment très-petit produit par la traction. P, w la section droite
et E une constante spécifique. relative a la matiêredont est

é 1
.
è Ir'

Elw
con1pose a pl ce, on a are atlOn P :::::L.

Cette roên1eforulule exprime aussi larelation qui lie une
force P de compression et le -raccourcissement l qui résuhe
de l'action de cette force. quand la. piècé con1primée ne ,fié..,.
~hit pas latérale111ent.On convient en conséquenced'attri-
I)uerà P et à lIes signes + et ---, pour distinguer dans le
~alculles tractions des compressions et lesallongell1ents.
les raccourcissements. Laforn1uledevient alors géné.rale.:
~'est le point de départ de toute la théorie de la flexIQu!des
)flSmes. .

: est la tension de la n1atière par unité de surface dans,
.

f l d
. ',l, ,

'
',_.

~

me sec Ion que conque il.prIsme; Lest lallonge1r.lentre '

:ltif duprisn1e; c'est un' nombre. La: constante spécifi<[118E .

~ ~.
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CXpl'iUleune force rapportée à l'unité de surface. C'est la
force fictive d'extension qui doublerait la longueur d'un
pris1l1e ayant pour section l'unité de surface, si la formule
se vérifiait pour tout allongeInent quelque grand qu'il fût;
E représente aussi la force fictive de compression qui ré-
duirait à zéro la longueur d'une tige ayant pour section
J'unité de surface.

Pour le fer, si l'on prend pour unité de surface le mètre
carré et pour unité de force le kilogramlne, E varie de 18 à
~':2 000000000 et est en moyenne égal à 20000000000
(Hl à 2 X 101°.

Expressions diverses du moment d'élasticité.

Soient AB, A'B', deux sections transversales infinÏInent
voisines faites dans la pièce et parallèles
dans l'état naturel. Après la défonnation
du prislne, on peut concevoir que la po-
sition nouvelle de la section AB est ra-
JTlenéeà coïncider avec sa position prin1i-

i / tive, et alors les 1110léculesde la section

~

I

,
:

,,

: / A'B' prennent une certaine position A"B",
différente de A'B', n1ais on suppose qu' ~,lles

line cessent pas d'appartenir à un plan per-
~/ pendiculaire au plan de sYll1étrie. Ces
n deux plans A"B" et A'B' se coupent sui-

vant une droite projetée en G.
Considérons le prisll1e éléll1entaire ayant pour hase l'élé-

ment de section projeté en 'Inn dans la section AB; ce prisme
avait avant la déformation la longueur mm'; après la dé-
fOl'lnation sa longueur devient mm'I. Désignant donc par w

la section de la base projetée en mn, l'extension du prisll1e

' 1' t
., . ,

l
,Ew X m'm"

e eHien alre l'epresente une tensLOn ega e a f.
nun

Ce sont toutes les forces analogues qui doivent se réduire

----
, !l Al A"

'i1/[___rn'
-rn"

ni-- -
Ir--

1
1

"

,.,...~~...,.""""

'''',''''''''
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,3.Uil couple, dont le lnOllleut soit égal au 1110111entel'élasti-
'dté de la pièce dans la section AB. ,

, pour cela, il faut et il suffit que la SOlllnle algébrique' de

toutes ces forees parallèles soit égale à zéro, ce que r on
. exprime en pos.ant:

,

"

.

1:
EIiJ

>::m":'rn" = o.

La sOlll11leL doit être étendue à toute la section NB'.

Cette équation se réduit à L (wXm,'m") == 0 en faisant

sortir "du signe L les facteurs constants E et~.
. mm

Mais dans les' triangles Gn~'m",1n'm" est proportionnel,à
Gm'; de sorte que l'équation précédente r.evient à celle-el :

L (wXGm')
"

0;

cette équation indique que le centre de gravité de la~ection
A'B' se projette au point G ,sur le plan de symétrie. La
fjbre IG, qui passe par ce point, ne change pas de longueur:
c'est la fibre neutre. L'axe neutre d'une pièce droite solli-
citée par des forces nornlales est le lieu géométrique des'
centres de gravité des sections tranversales.

Le 1110111entd'élasticité est égal à la 80n1n1e des rnmnents
E ' "

.

d ' i' W Xm m. ,
' l ' d

,

."
, .,',' Ges lorces'

"
par rapport a a rOlte proJet~e'en :J:

mrn

nous aurons donc à faire la somme .:

~
(

EtùX
,

. m'm" ,
)/' j , X Gm ;

~,'mm

en l'étendant à tous les élélllents de la section A'B'. ,

'

Prolongeons le plan A"B" jusqu'à la renco:Qtre du plan
AB en O. Les triangles semblablesOIG,Gm'm/~donnent la
proportion:

m'm" : Gm' :: IG = mm' : 01.
Donc

~"m'm"XGm' G~n/~
mm' - Or'
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et le III0111ent d'élasticité est par conséquent égal à
E ,.,

( G '2)
01 ~ W X ln .

La S01111neL(wX Gtn'2) est Jemornentd'inert'ie de la
section ArB' ou de la section AB, par rapport à la droite
menée par le centre de gravité de cette section perpendicu-
lairelllent au plan dB symétrie. Nous le représenterons par
la lettre r.

Le point 0, point de rencontre des deux norrnales AB,
A"B"à l' axe neutre après la flexion, est le centre de courbure
de cette ligne. Le dénominateur 01 est donc le rayon de
courbure {J de l'axe neutre déforn1é.

1

L . , ' .
d

,

d
,

' l'

.., El
a pren1lere expressIOn u Illonlent e astIcIte est -.

p
M étant le monlent fléchissant dû aux forces extérieures

qui agissent sur leprisnle entre la section considérée et
rune des extrémités de la pièce, l'équation

El
-- =M
P

représente la courbe affectée parl'axe neutre après la défor-
nlatioh. On adnlet que la défornlation est assez petite pour ne
pas altérer sensiblement les 'positions des forces extérieures.

Si l'on prend l'axe neutre avant la déformation pour axe
des abscisses et que y représente l'ordonnée après la dé-
forrnation du point de l'axe neutre défini par son abscisse x,
on sait qu'on aura pour le rayon de courbure:

[1 + (~rJ{
p ==

d 2 .; y
dx2

Or la petitesse des déformations pernlet de négliger

(clY)
2 . , .

\dx
Vls-a-VISde l'unité; on a donc approxilnativement :

~_d'2H
p - dx2'

:-'''''

,-,,,,, ,:_, ,-",,,,,", ,.,,,,,,,,,,,,,,.,...,.~

~'"'''''''''~'-;.''''''''''''' '''"''-'''''''''''''''''~''''''''''' ''''''\''''.."..

~,.';;,

"- ""',""W,"-""''''''', ",-:'''.:

;;,

':W' "i_"".;"...,"""~""-~"".':'_'
".'''''~'

.~, .,~
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et I)at' suite Eld2~~ == lVIest l' équation de l'axe neutre dé-dx-, .
, .

- formé. ~l a le ulêmesigne gue,.p; conformément aux con- '.
ventions admises dans l'analyse, nous regarderons le mo-

'filent ffléchissant,comlne positifen un point donné lorsque
le',c~ntredecourburedelapièce en ce point sera au-dessus

. deJa,pièce, et conlmeznégatifquandil sera au-dessous.
Proposons-nous .enfin de trouver en un point 'ln de la

.g~ctionARla ten~lon.ou la -compression .,'de la matière. Pour
.yparvenir,posons.Um'- v ,"etâppelonsR la tension ,par

unitécCle surface .telle qu'elle existe dans la fibre mrn'.

- ..' Ew X m' rn"
.

Nous aurons, en dIVIsantla force ,

"

par la sec-,mm

tion "éléulentaire "h),

'. '1: Xm'm'I,EXGm' Ev
R- --mm' - 01 .-

P
.

RE '."EI
Donc - ==- , et par sUIte - ,mOlnent d'élastiéité ,estv p p

.
é

RI
C' 1

. .
èaUSSIrepr senté par v' . est a trOIsI,me expression du

moment <1'élasticité, eteestune expression rigoureuse.

~n résunlé on a la série d'équations

El
.

d2y RI

P == El dx2~ v == M.

tLa .derniBre RI:==<M donnera la', charge Rpar 'unit'éde
v .,

.

surfac'e ;~en';un 'point'prisarbitrairemeIit'dans une. section
quelconque. En attribuant àv la plus grande valeurabsQlue
qu'il puisse 'avoir ,on;trollverapourRla:plusgrande
charge à laquelle la matière soit soulnise dans la section
:eonsidérée. '.
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Calcul du lIwlnenl d'inertie l d'une secl'ion par rapport à une droile
menée par son centre de gravité.

,Rectangle plein. Le rectangle ABCD étant donné, le
centre de gravité de la figure est le point
G de rencontre des deux diagonales; par
ce point menons une droite XX, paral-
lèle aux côtés AB, CD, et proposons-nous
de trouver le JnOffient d'inertie 1 de la
section par rapport à cette droite. Soit
A.B== a, AD == b.

Considérons un rectangle infiniment petit rnnpq et appe-
lons x la distance Gr du côté mn de ce rectangle au centre
de gravité G; la hauteur mq du rectangle élémentaire sera
représentée par dx, et son n10ment d'inertie par rapport à
XX sera égal à adx X x2. Le lllOment d'inertie total 1 est
la SOIl1111edes élélnents ax2dx étendue à toute la section

b
ABCD, c'est-à-dire prise entre les limites x == - - et

2

A ' B
q

f
~====-=1 p

m T:-- n

'X-T'- --G-' X

D-~"-
.,._~.-c

+ b .
d défi

.. ab3

.rr; - . -; ce qUI onne en InItIve -.
2 12

On a donc:

]
'
. - ~ b"- a.

:2

Le maximu1l1de v dans la section rectangulaire ABCD est

égal àb, de sorte que la valeurminimuln de! est égale à ~ab2.
2 v 6

La forn1ule 1 == ~ ab3 peut se mettre sous la fornle
12

l == ab X f;b2. Or ab est l'aire w du rectangle ABCD;

,12 b2 est le carré d'une longueur,
C)1;.,.b, qui a reçu le n0111
'" V0

1.._.""-~ ..".., " ,..., "..,~.-~.."""",,""'":""'"

"""""""""'-,"""-'''''''-.'''''""'

, ,..,~;-

"""-">.'"",'.r-,.'",,"""'""",

,, F"'~:'
"Ii ~"';11. .n

'"",,',>-'"-.:"
~,.,'"'.;\':'~.,...,,!.

'''';'',." .>,.""""'..",
~,.. -,... ._,...~-'
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de rayon de gyration de la surface considérée. En général
le n10ment d'inertie 1 d'une section est le produit de l'aire
de cette section par le carré de son rayon de gyration.

Losange.

['

~Zr
XI)

\f

Proposons~110Usaussi de trouver le moment
d'inertie de la surfacé ABCD par rap-
port .à la diagonale BD, qui contient le
centre de gravité G. Soit D~ - a ,
AC == b. '

EX
En suivant une méthode analogue, on

, 1

C

trouvera 1==
48

ab:!.

La section w estici égalel ~ab; l~ carré du rayon de
. 2

gyration est donc: 1

1 3- aIl'.4() l '.. 1), . . l '
, ==

_
4

b-, et le rayon de gYl'atlOn ~
,

- b. .
l . 2 16'- ab '

. 2 V
2

L
.'

d
b

1
..

d
l

ée maXlmlllll e v est -; et e illlnlmUlll . ev' par cons -
" 1quent,est égal à

2.4
ab2.

Rectangle évidé ou double T. 1.e lllonlent 1 de la section

!
conlpriseentre lesdeux r,ectanglesABCD,

, A 1 . H ' A'B'C'D', dont les côtés sont parallèles et

. . .
lA'

l,

'
U'

l
dont les centres de gravité coïncident
au point G, s'obtient en retranchant du

"X

]

-:!G
c'

x
Hlon1entd'inertie relatif au premier'rec-

j
1 tangle, 1e UlOnlentd'inertie ,relatif au

D C
second.

Soit donc AB:- a,BC ==b, A'B' == a', B'C'==h'; nous
'.

,
l,'

. .
aurons l , ~ (ab3 -a'b'S).'

. 12
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1 LemaximUlll de v Bst égal à': b.
NI 1 Y J}! ,2

[:::---1\1
Lalnênle fornlule donne le 1110ll1ent

.
.°

n'
\

i

"

Q P

---"
d'inertie de la section double T qui se

x

IS-
,

Ji,~'R S

x rencontre si souvent dans les construc-
, tions en 1'ôle'; Oll voit, en effet, que1_-,

L 1Y T si Ton coupe la figure MNPQRSTLKIHO
par la droite YY qui la partage en deux portions égales, on
peut transporter la portion située à droite de cette ligne
YY de manière qu'elle se joigne en MO et KL, par les cô-
tés NP et ST, avec la portion de gauche. On fonne ainsi
un rectangle évidé, sans altérer ni les éléments de la sec-
tion ni leurs distances à l'axe XX des nlOITlents d'inertie;
le m,ornent cherché 1 n'est donc pas altéré. La fonnule

1== ~ (ab3 - a'b'3) donne donc le Inonlent d'inertie de la
12

section double T, si l'on pose a ==MN, b== ML, a'==PQ + OH
et b' == HI.

Moment d'ineJ"tie du, rectangle ABCD,par rapport à une droite ZZ
parallèle au côté AB, mais ne passant pas par le centre de
gravité G du rectangle.

A ! B

-x-~F---t-G ~--X
1
1
1

i

i
1°

z

Soit AB == a, BC == b, enfin GO == h.
Nous aurons à prendre la somnle

des ëléments ax2dx" entre les limites
b b .

lh- - et h -]- -, ce qUI (onnera :
22z

1

[(
b
)

'3

( b\3

J
1

(
b3

)I==3ah+; -11,-;) ==3a 3bh2+ 4

== aQX h2 + 2- ab3.
12

Le monlent d'inertie l, par rapport à ZZ, se compose
donc de deux parties: l'une, ab X h2,est le produit de l'aire

1 :>0 """"'-",,",".''-''''-'''''''''''''''''''''''''''''''''"''''''-'''''-'. .',-.""-""""~",,,_,,...,,,... ::'._,-~"'-
'''''~\''''~-'''''''''. '~,"""'''''H''''~"~""",,.:

-',",
, '.'_:-

+""",-,"",.-,,,,<0'.
""""",""":",''''''',,~' '."""""'"'''~'''''''

".~ ,...
-"'-
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idenaifigureAEODparlecarré{lî2d~ la ~distané:e,àla droiteZ=Z
~' "..r . ., '.'

'. .,. '.".n"..

du centre (le gravIté G de cette fi.~ure,; lautre'.12.ab3,

m'est ;autrecchosequeae n10roènt'd''Ïnertie !dela ,figure par
rapport à une droite XX n1enée"paraUèlementà'.ZZ~;par'1e
centre de gravité G~

. .

Cette loi est générale pour une figure quelconqùe.
Il arrivefréquen1n1entque, dans les sectionsdes.poutres

'en tôle, l'épaisseur b d'une feuille soit très-]?etite par rap-
port à la distance h du centre de gravité de la feuille à Ta.x.e

neutre~ Alors on peut supprin1er le tennet12 ab3 dans la

valeur de 1 et poser par approxinlation :

l == ab Xh2.

Cela revient à prendre pour rayon de ,gy.ration dela sec-

tionpar ra.pport à ZZ la qnantité h au lieu ,Ile' ih, + 2. b'.
Vl2

MélhodN générales pour la détermination ,du moment d'inertie 1
d'une section de poutre en tÔle~

;}0 Méthode ,exacte o:pplicable aux petites poutres.
;Lespoutres en tôle sont en général con1posées comn1C il

suit:
Les deux tabl.esou .semelles AB, CD sont réunies à une

,'~

"'r a !

jry~~:
1

.1

Iii
01 ,1 l ,1

'

1 01 t, lia"'
1 1 1~ 1
1 1 101
t 1 1 1
1 1 1 1

G
.jn

âtne 'EF:'au 'moyen .des quatre cornières P, Q, R, S, et laé
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Bec.tionést synlétrique à la fois par rapport aux deux droites
rectangulaires XX, YY, passant par son centre de gravité G.

On n'a alors à s'occuper que el'une 1I1Oitiéde la section,
celle qui est située au-dessus de XX, par exenlple, sauf à
doubler ensuite le résultat.

On trouvera la fornlule :

2
1 .

- [a (c8_cr3)+a' (C'3_C"3) +a" (C/f3_~"'3)+ ail' C",3]
5 .

ou bien:

~
1==

~
[ac:\- (a- a')c'3_(a,'-a")c"3_-.(a"-a''')c'113J.

Cette fonnule s'eInploie pour le calcul des 1110111ents
d'inertie des poutres de faible hauteur. L'usage des tables
de cubes en simplifie l'application.

2° jJJ.'éthode approxirnali've pOUf les sections des grandes
poutres.

Nous supposerons, pour plus de généralité, que la sec-
tion n'est pas synlétrique par rapport à la droite XX lnenée

par son centre de gra-
vité, de sorte que la po-
sition du centre de gra-
vité n'est pas connue
d.'avance.

On prendra une droite
ZZ, perpendiculaire au
plan de symétrie YY,
pour axe provisoire. des
filoments. On nlesurera
sur l'épure de la section
toutes les dirnensions a,
b, a', b'... des rectangles
élémentaires dans les-
quels la section se dé-

a iy
;:---~_.~~

-- --.;,-
~

1\°0 ..::>~I : ~-~

N°l

,f

~ll a' i 1-=;:-
1

N°2

~~

~1'ialT;

J À:
1

Yi: :' r~:allli i 1 1
!

l'
1 1

1 1
i 1 1 1 1
il. 1 1. 1 1

.,
1 1 1 1

"'''' 3 ~ i ,
l' 1

"
.c i --~-A 1 1 1

':;-~
_.

--- -- -- -- -- - - _.~-,-1_-
- - --;---L-_~_- - -..1--X ~ 1G : l,' 1 X,1 ! 1 1 1 1 -)

1 ! ! r --
\ ~I

: 1 1 1::
j

~ 1..;;.:' !
\/:! ..~I ~t j 1

A r-':::::--t 1 1 1
> i

'
1

aIV l

,

IIi
~' ',~ 1 : 1 1"~Qo ;- Ar y . .

'1
;

"~ ..Q., i A aV: i :: 1 1
,,"6 ~~!. ,~-raVI;;, ;;'J:

--~---[J-;::-~;
:r : ~ 1 1 .! 1

~ I~! ~'I':~. -"': : I! 1: ; ,
'1' 11 1 Il! i: 1,, :iL'" ; k._~: ~._~

Z 11' Z

N°4



N° 0 axb abxh

1 a" X~' a'b' X h'

2 a" X hl! , a" h" X hl!

3 a'" X ll'I! a"'b'" X h'"

L~ {/IVX hlV alV blY X hIY

5 aY X bv avbv X hv

6 (tvi X bYl '((VlhVIX /tu

Totaux. .. Q S

- 13 --,-

et les. distances h,. h'... des ceIltresdegravit~de
rectangles à la droite ZZ.

-Âu moyen de ces données, on formera le tableau SUl-
. vant :

=-=

DÉS:G~IATIO:'i A 1 Il E S
lIfOlI1ENTS

des

aires par rapport

il ZZ.
des rectangles. des rectangles.

-:I .

V A L.E U l~
approximati va

. du
moment d'inertie

des
aires partielles.

ablt X lt

a'll' h' X h'

a" bl! h" X h"

a'" b"' IL"f X h'"
al VhlV hlV X /tIV

avuv hv X h';

{l'fIbn ltu X hn

'T

On divisera la somme S des llloments des aires par la
SOlllllleQ qui représente l'aire totale de la section; le quo-
tient H sera la distance àla droite ZZ du centre de gravité G
de la. section. La somme Test, approximativeIllent, le lllO-
n1ent d'inertie par rapport à ZZ; pour en déduire le mo.-
ment d'inertie l par rapport à la droite XX n1enée parallèle-
111e111à ZZparle pointG, ilfaudra retrancher de T le produ~t
de l~aire totale Q pàr le carré de la distance H ,. ce qui re-
vient à retranchèr de T le produit SH. On.a donc à faire la
série d'opérations: .

S
H==-,.{! I-T _QH2== T - SR.

Cette1l1éthQde donne pour 1une valeur un peu au-dessous
de la valeutexacte.



3°'.111 cthode simlJli fiée pour les grandes sections symètf'iques:
paf rapport à la droite XX.

On néglige le ll10111entd'inertie de
l'âme; on ajoute la section des cor-
nières à la section de la table voisin~;
soit tù la section résultante, et lIa dit:-
tance du centre de gravité de la table
supérieure A au centre de gravité de
la table inférieure B. On a avec une ap-'
proximation généralenlent suffisante:

A[=-_T~ ~ l'
1 !
~ !,

!
1

il.
1,

-~...-

x ! XG

1

Br ~~ i

1 ~- ,.tg-

l ''')I==--wr'.
2.

Dans ce cas, on peut prendre aussi pour valeur lllaxi-

11JUl11de v la quantité ~, de sorte que! a pour valeur nli-
2 v

ninlU111 tù l. Le lllonlent el'élasticité a pour expression Rwl,
ce qui est évident, puisque Rw représente la SOl111nedes
forces rnoléculaires développées en sens différents dans cha-
cune des sections A et B, et l. le bras de levier du couple
formé par ces deux groupes de forces.

CHAPITRE II.

DÉTERlnIl'iATION DES EFFORTS TRANCHANTS ET DES 1\IOM:ENTS FLÉ-

CHISSANTS DANS UNE POUTRE DROITE POSÉE SUR DEUX APPUIS DE

NIVEAU;

Les forces extérieures qui agissent sur la poutre sont les
y,

1) poids donnés qui y sontap-':Kk
.

H
,

.1

A v;
pliqtîés, et les réactions des

V appuIs.
/\.

l
MC",,,, B

1er Cas. Les poids donnés
px se réduisent à une charge éga-

leIllent répartie sur la longu3ur de la pièce.
Soit AB la poutre, A.et TIles appuis, a la distance AB,

""""'''''''\'"""''''''
~.''''''''''''''''''''-,''''''.'',,,,,'-,,,,,,,"'''~''''''~i'''''''''"'-'~'''''~' "'-""'''''''':''''i«o;",>;"-"_",""""""""",,,,,,,,,,,,,,,'':''''':.:'_~;'':''' '~",'n"'.,.""'.y,":""" ~,':"" 'Io''''-'',
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S<?iÛiè!lfin~ple ~poids; uniform~ment -réparti par 'unité de
Longueur;. -

-
(

.

Des réaétionsdes appuis' serollf verticales et égales à. P2a.

. Prenons le point A pour origine et A.Bpour ,axe des ab-

sci$ses ; puis considérons un pointMdéfini par son,~bscisse
AM:::::x. Le D1oD1entfléchissant M des forces extérieures
agissant sur la piè~e entre la sec~ion M et l'une des extré-
mitésA sera égal .à la .différence :

.

a x l, ''L X X-.px x- == -p(ax--x2) == M.
.2 2 Z

L'Bfforttranchant A dans la sectîol1 M est égal à la diffé-
rence:

pa.
. - -px==A.

2. .

On reoonnaît sur-Ie-ehamp :
}o 'Que le 1110111entfléchiss§tnt NI est proportionnel à l'or-

donnée d'une parabole dont l'équation serait:

1
my,== -.p(ax- x2),

2

le facteur 'm<étant introduit pour rendre l'équation ho-
mogène et dépendant seulen1ent du choix de l'échelle des
hauteurs. ; .

QueMest nul au point A et au point. Bpou!' x ==0 et
pour x - a,. et qu'il est.lnaximu111au. point C~ Inilieu de

la portée, pour 'x' ==: ;. il. est alors egal\à'~pn2';

2~ QueJ'effort tranohantA est. proportionnelàJ"orclonnée
d'une. droitej~eRrésentée.par néquation

pa~ .
ny,==--px.

'2 '.

"
n. étantd~r nlême un facteur dépendânt. du choix' de

~l'échelle-d~s hauteurs;
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Que A' est nul au point C, positif dans la région CA et
négatif dans la région CB, et acquiert sa valeur absoJue

0 d
.

A B
.
1 1 ' 1

. +
p a

nlaXllTIUll1aux eux pOInts et ; 1 e~',ta ors ega a - - .. 2

Sir on compare les deux équations:

M :::::: ~ p (ax - :1~2),
2

1
A ~ - pa - p.T,

2
.

)\ dM
on reconnalt que A == dx

; c'est-à-dire que l'effort tran-

chant est la dérivée du 1110111entfléchissant par rapport
à l'abscisse.

La parabole ADB, qui passe par les points A et B et qu
a pour axe la verticale CD menée par le rnilieu C de la
portée, représente par ses ordonnées les valeurs du 1110ment
:fléchissant en un point donné M. Si l'ordonnée maXi111U1l1CD

représente le m01l1ent de rupture 111axin1u111,'§ pa2, l'or-

donnée MF, élevée au point M, représentera à la rnêrne
échelle le 1110mentfléchissant en M. Si l'on prend de n1ême

à une échelle arbitraire AE== pa, et qu'on joigne EC, 1'01'-
. 2

donnée l\1Hreprésentera, à cette seconde échelle, la valeur
de l'effort tranchant au point M.

Il est facile de trouver la charge de la n1atière par unité
de surface dans une section M quelconque.

Soit w l'aire totale de la séction;
l, le rnoment d'inertie de la section par rapport à une

horizontale rnenée dans son plan par son centre de gravité;
R, la charge par unité de surface en un point de la sec-

tion défini par sa distance v à la fibre neutre;
Rf, la résistance à l'effort tranchant par unité de surface.
On a en un point quelconque;



- 17 --
'RI),
M= -;' f
A==R'w

\;

,
'l\Iv

. 'R~T'

. .
A

D'/
J.'\ == -.

w

-
d'oÙ l'on tire

Si l'on cherche au contraire la forme de l'axe neutre apl'ès
la défonnation, on posera: '

d2y 1
'

El - ==M== _
11 (ax -x2 )

, cl~2 '2 \ ,

<1'oÙl'on tire, en intégrant deux fois,
ldy

)
' 1.1

El (d~ - tang ~'== 4pa.1':~--- (3
px3,

,

1 l
El (y -'-x tang'9)== - pax3- - px",

, 12 24

et l'on déterrninera la valeur de ,la constante tg Cfen obser-
,

, a
d . . dy

,

.
d

-

vaut que pour x ',' -, on Olt aVOlr
d'
.

,

== 0; cequl
"

onne
2 x .

1
~pa3

tg l' == - 2;1' . L'angle Cfest Yangle que fait au point A

avec l'horizon r axe neutre déformé.
Substituant cette valeur dans la dernière équation, et fai-

. a
sant x - -, on a pour y:

2
., ...

,pa" ~
y . - -El X38{~ a.

La valeur absolue de y est la flèche prisepàr ,la poutre.

2e Cas. Pièce posée sur .deuxappuis et sollicitée par un

~

1

~
"

'

,,,

/~~

,

'~
'

~oids ,u

"

niq

,

ue
,

P 4o
,

n
,

né de posi-

'v
,

, "
,,

/ ,1
,'.

""',,-,
f-

I

'

Y non ,et de grandeur.
.. '

,

l

'
~ n "' t AB AIC'1 bw.

"
"

'

,

'.
, "

>1 'n,',' ,'N,' .,{
DOl,

,
,

-"1 :-:- a, ,~-;

,

"

'.

1

.

"

et par smte,
. ,p~ BE,=a -b.

2
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La I:éactionX au point A sera déterminée par l'équation

des llloments autour du point B; on aura:

Xx a==P x(a-b) donc x==
P(a-b),

a

y ==
Pb.
a

et de même

Du point A au point E, le moment fléchissant en un
. 1\/1' 1

.,

1 à X '
P (a - b)

pOInt m. que conque est ega x ou a x,
a

x étant la distance variable AM. Du point E au point B,
le moment fléchissant en un point N est représenté par

(
P(a-b),~

P ( )
,

Xx-Px-b):::::::
a - x-b" xetantencore

J'abscisse AN du point N.
Donc le moment fléchissant M varie du point A au

point E proportionnellement aux ordonnées d'une droite AF,
dont la plus grande ordonnée, EF, représente la valeur
P(a-b)b .-- du mOillent fléchIssant pour x == b. De E en B,a
le moment fléchissant est représenté par les ordonnées de la
droi te FB.

L'effort tranchant entre A et F est partout égal à
P(a-b) , Pb

X == , et entre E et B, partout égal à -y ou a--;
a a

la différence de ces deux valeurs est égale à P, et chacune
d'elles est la dérivée des valeurs correspondantes de Mprise
par rapport à l'abscisse. .

Si, au lieu d'un poids P unique, il y en avait plusieurs,
on pourrait suivre une marche analogue et tracer le poly-
gone des moments fléchissants; on peut aussi traiter sépa-
rément la question pour chacun des poids, et composer
ensuite par voie d'addition algébrique les ordonnées obte-
nues pour chacun.

Prenons pour exemple le cas particulier d'une poutre

-"""""'"'-'"""--,"-
~~.~~ ~.,._,.~

~
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deuxappuis,.A \etB, etsupportant>d~ux';PQj.~~
.

'égauxP,P endes;,p()Jnt~tG
.et Dégalementdistants ,i~~

extrémités dg la pièce~;
Les réactions des appuis se-

L N l'ont .égales à, ,P. .p
.,Soit AB .-'.a,..etAG-.b..

On,aura ,donc, en prenant ABp()ur axe desœ .etA pour
origine :.

.

. .

de A eri C: lH=::. Pœ et A ::;::::P, .
de C en D: M ==Px-P (x-b) ===Pb et A ==p"-:p~-o,
de D en B: M =Px-P(x-b)-P[x-(a--b)]==P(a-x),. et A=P- P - P ::::;:-P.

Dc

"r

Prenant donc .sur la verticale du point G une longueur
,

CE~Pbet une.longueur égale DF,sur la verticale du.point
D, on obtient, en Joignant AE,EF, FB, le polygone dont
les ordonnées représentent les momenfsfléchissants aux
différents points de la portée.

. .

De lllêmes.i l'on roèneunedroite HK parallèle if;!,.AB~ à
unedist~fice: AH . P,..et, au-dessous de AB, une droite LN
p~r.allèle à ABet à une distance de ABégale aussi àP, les
ordonnées du' contO.urdiscontinu HK,CD, . LN; donnero.nt

~

'

".

ên :chaq11epoillt €le la.portée la valeur de l',effort tranchant.
.~\Onpeut vérifier sur',cesdeux exemples que l'effort tran--
chant Aest toujours la dériv,é~du moment fléchissant Mpàr

.

, rapport à l'abscisse. Cette. relation est
Â\

A+:: dx ", un fciit'génetàl, quelle que soitladistfî-
bulion des forces. ,

Pour le démontrer, il suffit delto.nsi-. ,.

dérer isolément tif);élément de longueur
dx

.

de la .'poutre; \cet 'éléniërit esteri
équilihte,,SQusJ'action dfLson'phids.pilx',
des efforts tranchants sur J'es ;d:e'ux.'4!aces

AB,CD,etd~s moments de .rupture daI)~,'cès ,d~UKi$êc~

JJ dx C
dM1\1 M+ dx dx

_A D

,',A, 'V". pdx
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tions; or soit A l'effort tranchant dans .le plan AB, et
M le nloment fléchissant dans ce mênle plan; l'effort tran-
chant et le llloment dans le plan CD seront égaux à

dA dM .
A + - dx et à M+ -

1
. dx, changés de sIgne; car les forces

dx lX- .

qui agissent en CD sur l'élément ABCD qui précède la sec-
tion, sont contraires aux forces qui agissent en AB sur le
même éléulent ABCDqui la suit. Prenant les moments par
rapport à un point quelconque de la section CD, l'effort tran-
chant dans cette section disparaît parce qu'il a un Inoment
nul, et il vient:

(
dM

)
dx

.

.

~l + - dx . - M...:-Adx - pdx X ~ == o.dx 2

Réduisant, supprimant le terme infiniment petit du second
ordre, et divisant par dx, on a en définitive:

d~I
-=A.dx

Revenons à notre problènle, et considérons successive-
ment les deux poids P, P, pour
composer ensuite les résultats
partiels obtenus.

Considérons d'abord celui
des deux poids P qui est appli-
qué au point C; les réactions

a-bdes appuis qui y correspondent sont Px . en A, et
a

Px
~

en B; et si l'on porte sur la verticale CE une

1 a-blongueurCR== P
a X b, le contour polygonalrepré-

sentatif des nl0mentsfléchissants sera formé des deux
droites AR, BR.

La force P appliquée en D, considérée isolément, don-

},..

A

-'-"""""'''''''''''.';'-''''''''''''''-'''~
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'rièradernN.ne un polygone des illOlnents formé desdèux

droites AS, SB, qui se coupent su~ la verticale du point D,
àla distance DS - CR; car ilya symétrie de la poutre et
des forces par rapport au plan qùi la coupe en de"Uxpart,ies
égales. .

,

, Il suffit alors de composer par voie d'addition les or-
données qui correspondent à une même

.

abscisse,ce
qui donnera le contour polygonal AEFB"que nous 'avons
déjà 'obt(~nu. L'ordonnée CE, qui s'applique sans variation
àtolls les points compris entre C et D, est double ,de
l'ordonnée IK commune aux deux contours partiels.' Or

/ a - b, a'

)
. '

(
p . b X -

'Pb
IK:CR::BI:BC ou bien IK=:- b

2
=~.Donc

CE,.double de IK, est égal à Pb, ce que nous avions trouvé
directement. '

.'
'

5e Cas. Les poids qui agissent sur la poutre se rédui-
,

.

sent à une chargep égale.. .

ment répartie' par unité de
longueur sur la portion AG,
et à une chargep' également
répartie par ,unité de longueur

,-

x). ,
----------------

/~
.

. ~
c /1.

. y:< .
A ://0///// / / /////// ///// .///// B- C .

surIe r~ste CB de la portée.
Soit AB ~a et AG==b.

.

. Le théorème des moments donne encore les réactions des
appuis. On a en effet, en prenant lesmOlnènts par rapPQrt
au pointB: "

Xx a,. pb X
(
a-~b )+p' (a---b)Xa - b,. ,22.

; .
'

puis en les prenant par rapport au point 1\ :

y . b.. . . .a+b

'0a= pb X ;+ p:(a-b) X
'2 ...

Le lÜontent .de rupture 1\1est donc donné entre Jes PQiÙts
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Aet G paI~l'équation:

M== Xx - ~px2,
2

et entre C et B par l'autre équation:

1\1== Xx - pb X (X - ~ b
)
,

_p' (.x-b) x-b .
2 2

Ces équations représentent deux paraboles à axes verti-

caux dont les paramètres sont égaux à':' pour la première
p

et 2,- pour la seconde. Elles ont un point commun pour
p

x == b.

L'effort tranchant sera donné par les équations:

A==.X-px, entre A et C,
et A.==X- pb - p' (x-b) entre C et B,

ces équations représentent deux droites.
Il est facile de reconnaître que, si p est plus grand que pl,

le moment fléchissant M, donné par les équations que nous
venons de poser, est en tous points inférieur à la valeur

: p (ax - x2) qu'il aurait si la charge p était répandue sur

toute la portée; et camIlle ce qu'on cherche avant tout, ce
sont les lin1ites extrêmes des efforts subis par la n1atière, on
voit qu'il est inutile pour cette recherche de considérer les
charges incon1plétenlent réparties dans la portée.

Il n'en est pas de nlême des efforts tranchants; car si la
charge p est répartie sur toute la portée, l'effort tranchant
A est nul au milieu de la poutre, tandis qu'il a en ce point
une valeur différente de zéro lorsque la charge p n'est ap-
pliquée qu'à la longueur b llloindre que a.

Pour prévoir tous les cas possibles de distribution des
efforts tranchants, il faut faÎre varier b de 0 à a, et Ï1na-
giner que r on construise la série des contours polygonaux
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.
-

.

fohnes, poul:,chaque valeurd~b,des deux droites:
-

A - X -px, :ent~e :A. et C,
et A == X ~pb ~p' (x"':""b) entre C et B.

-Lesomn1et de l'angle de ces deux droites décrit une pa':"
, rahole lorsqu'on fait varier le point C.

-
,

Sur la verticaleAE,prenons _AE~pa, réaction de l'ap-,

2
,

' _pui Alorsque laplusgrand~
chargep s,"applique à toute ia
portée; sur la verticale BFpr'e-

B
.' "

Fnons en sens contraire BF==
pa..

.
2;

Joignons lesPQints E et F au point l, milieu de AB. La
courbe~1imite des efforts tranchants maxima sera une'pa-
l'aboIe à axe verticalEH:F, tangente'en Eà la droite lE,
et en F à la droite IF; on aura l'ordonnée IR de la pa-
rabole au milieu 1 de la portée, en menant la droite EF
qui coupe au point K la verticale du point l, et en prenant

IR ==~IK.
2

IR représentera ,la valeurmaximulIlde l'effort tran-
chant au .milieu',de la portée ; elle est toujours égale à

AE;BFOu à. (p~p')a, p étant la plus grand~ charge par

unité de Jongueur à laquelle la poutre puisse être soun1ise

, et p' la plus petite; on en aura donc à coup sûr une l~mitesu-
périeure' si dans cette expression on posep' - 0 ,ce qui rend
J'effort tra~chant maxin1un1au centre de laporteeêgalà
pa '.

'. d l' ffi' . h '
;.

. pa -

8',
ou au 'quart . e eo1't tranc ,antmaxlmuu1, .

'2
,sur

l'appui. -.'

Ontrottveradans la' secondepitrtiè; <page 12 ,le détail
du ,calcul <de cette courbe.

. - -'

A
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CHAPITRE III.

LE THÉORÈME DES TROIS MOl\[ENTS.

(

§ 1. Exposé et démonstration du théorème.

. Lorsqu'une poutre droite sollicitée par des forces paral-
lèles porte sur plus de deux appuis, les deux équations que
donne la statique ne suffisent plus pour faire connaître les
réactions des appuis, lesquelles dépendent de la flexion
de la poutre. On déterinine facilement cette (flexion, et par
suite les réactions des appuis, au moyen du thêorème des
trois moments, qui peut s'énoncer comme il suit:

Si Z'on considère trois appuis consécutifsA, B, C, et qu'on
appelle 1, l' les portées AB, BC,

~. comprises entre le premier ap-
C

pui et le second, entre le secol1d

"'_R'_--~"""--(.

A.

j\

il

et le troisième;
M, 1\1',M" les valeurs des rnoments fléchissants sur les ap-

puis A, B, C; enfin p, p' les charg,espar unité de longueur
s'upposées réparties également dans les deux travées AB, BC;
les moments M, M', M" sont liés par la relation linéaire:

] ]

l51 + 2 (l + l') M' + l'3Y +
4

pl3+
4

p'(~~ o.

Ce théorème donne autant d' équations qu'il, en faut pour
déterminer dans chaque cas particulier les, valeurs des
moments fléchissants sur les appuis, d'après l'hypothèse
faite sur la distribution des charges entre les diverses
travées. On remarquera que les longueurs l et l'entrent
seules dans les coefficients des llloments inconnus M, M', M".

Avant de déul0ntrer le théorèule, il est utile de poser un
lenl111epré]iIninaire plus général.

,
"...0'".>->,,,, ~_.,-".~..",-",~~-~

""""
"""~

''','''',_.10-., "'.-,... ",')0.,0""''.''-,'" <'","'."
""-"""

'-""'~'~~-""'~"~
,,,,,,,..""","

"

"..~
..
"",,,"--,,,.~ ',h~_",""',,.

..
'.",-

',C",; '"",,"-.,
'->'

,.,." ."-~"",,,,,,,,,.,...,>-' ';',,,,,,"A
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,,'Considérons une travée quelconque AB, cOlllprise entre,
~.

r .

deux appuis de niveau Aet B; nous'
r "-__L > supposons.quelesforces.extérieures'

!. .':r:
. C .

B e.t les réactIOns de~appuis sont ver-

~. M' tIcales. Après aVQlr coupé la poutre
Sl1ri'appui A, on rétablira l'équilibre en appliquant à la

. poutre dal:s l~ se.ctionA un couple égal au momentfléc~is-

sant ~IqUI eXIstaIt avant la coupure. Appelons Ala portlO11
de 'la réaction de l'appui A qui s'ex~rce,sur la travée AB;
enfin représentons par une lettre p., la somn1edesll10ments ,

.

des forces ~xtériE<l1resdonnées qui s'exercent sur la poutre
à,partir du point Ajusqu'a un certain point C défini par son
ahscisse' x, cette abscisse étant mesurée sur l'axe neutre
de. la poutre AB, à partir du point A pris pour origine :
p. est donc une fonction connue de x. '

,

,
Le,1110lnent fléchissant de la poutre au point C sera donné,

pai. r équation:
d2y ,

El
d 2 ==M+ p.+ Ax.
'x

. .

Soit r.pl' angle que fait en A avec l'hori~on l'axe. neutre
déformé; nous aurons en intégra:nt une premièrefois,l' équa-
tion quipré~ède :

(
d ~'

)
('T 1.

.EI ' d~
-tang,Cf

"

M,X +
Jo

p.dx + ; Ax2.
'

L'intégrale f p.dx est une nouvelle Jonctiondè;li que

n9us représenterons par p; et nous aurons par $qite, en in-
tégrant une seconde fois: ,

'.

, . ,

1 . .

~

"'X
.' .1,El (y - x tangCf) ==-,. Mx2+ ,pdx+

6
-; Ax3.

i
'

2 o.' .

. Dansees équations, faisons x -:- l, et appelons N, Q, S,
les valeurs que prennent pour cette valel1rparticulièrede

la variable- les fonctions p., p == ( p.dx,' et S~ pdx ; pour
tlO 0
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d2y ,

cette même valeur x == l, on à y - 0, et El dx2 == M ,

M' désignant le moment fléchissant au point B; soit encore
<p'l'angle que fait Faxe neutre déformé avec l'horizon au

. l
. dy ,

pOInt B, de sorte que pour x == , on aIt dx ==tang Cf;

il viendra les trois équations:

M' == l'tl + N -f- Al,
1

El (tang cp'- tang 9) == Ml + Q + -;Al2,

-EIltanO'(D==~ lUl1+ s+.: Al3.b i
2

. 6

ÉlinlÎnons A entre la première de ces équations et la
troisiènle, puis entre la seconde et la troisièlTIe; il vient:

l2 1. 1

1\1'
6 + EIl tangcp---:-- 3 JU l2 + (3N l2 - S,

El ~ tang cp'+ ~ EIl tangq)== - ~ M[2 + :. Ql- S.
3 3 . 6 3

Les quantités N, Q, S, qui dépendent des forces exté-
rieures, sont connues; au contraire, 1\1,M', tg Cf,tg cp'sont
inconnues, et ces deux équations font voir que M'et tg <p'sont
des fonctions linéaires connues de Met tangcp, quelle que soit
d'ailleurs la distribution des forces extérieures.

Il en serait encore de n1ên1e si les deux appuis A et B n' é-
taient pas rigoureUSell1ent au lllên1e niveau.

Pour revenir au cas ordinaire où les forces extérieures
données se réduisent à des poids uniforn1éll1ent l)partis par
unité de longueur, ou à p kilogran1mes par 111ètrecourant, il
suffit d'observer qu'on a alors:

l
')p.==--px-,

2

,', ,1;
1

P ==
~o

v.dx==-
(3

px'!.,

(x
p clx = - ~ 'f)x~,

Jo 24 L
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-.
-

., ,

,~t'par'~llite,en
.faisantx, .'.,."' ;1,

,

1
N', . " -:-~'Pl2,

2 -

1
Q--6Pl3,

-1 '

S==.- "~ pl'\. ~4

D'où résultent enfin les deux équations:
.

, " . . 6E [ I
l"lV1 == - 2 M- tang cp-- - p ~

~

'. ". l"

j

4"

. r
.' ,,' 1 l .1 pl3

fang <p== - 2 tang <p -- -- M - - ---,,-.
2- El '2[~ El

.

. Les angles cp ef Cf>',étant très-petits, peuvent' être ,pris'
pour leurs tangentes, et l'on parvient ainsi au lemme
suivant:. '. ,', -

; ,

(

«( Le moment fléchissant sur un appui quelconque ,et
«( l'angle très-petit que forme en ce point avec l'horizon la
«( tangente à l'axe neutre déformé, sont exprinlablespar
c( des fonctions lineaîres du mq111entfléchissant sur l'appui
(1 précédent et de l'angle de la taIlgenteà l'axe neutre avec
«(l'horizon sur ce nlême appui précédent. »

Ce'lemnlè fournit unenléthode. générale pOU1~trouver
(

le.s moments fléchissants snrtous les appuis .d'une' poutre
p6sée~ur tant d'appuis qu'on voudra. EnefJ:'et,.appliqué
au second -appui, il conduit àéxpriIriel' ,le ll10ments}1:reet
appui' et l'angl,e d'inclinaison de l'axe neutredéf6rnlé, 'pâr
des fonctions linéaires du seul angle cpode l'axëneutreavec
l'horizon sur le premier appui; "car le 1110mentflé6hissant
sur le premier appui es~ nul. Passant antroisième appui,
on pourra , par de silnples substitutions; exprimer aussi
les deux inconnues M et CP'{~orresp0nclantes :acetapptii
par des Jonctions linéaires decpD; et opérant :de: lamèillê -
manière sur tous les appuis siiccessifs,,-, oID.,.finira;paréx-
primer le, mOlnent fléchissant SUiTle dernier "appui p'3JifUne

1 - ,
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fQnction]inéaire de Cfo'Or ce mornent doit être nul. Il suf-
fira donc d'égaler à zéro la fonction qui le représente pour
avoir la valeur de «0qui, substituée dans toutèS les expres-
sions précédemn1ent trouvées,. donnera la valeur de cha-
cune des inconnues.

.

Le théorènle des trois moments. se déduit facilen1ent, pal'
l'élimination des angles (f, du lemille que nous venons
el'établir.

Soient A, B, C, trois appuis consécutifs, et M, M', M" les

l' mon1ents fléchissants sur..,,_-, l..- --- -~ ~

X ~ % ces appuis ; appelons cp'l'an-
1\1 Mt MMgle de l'axe neutre avec

l'horizon sur l'appui intennédiaire B. En vertu du lemme,
on pourra exprin1er M" par une fonction linéaire de M'et
de cp'; et par la mêlne raison, on pourra exprimer M par
une fonction linéaire de M'et de cp';car il suffit pour cela
de prendre les travées dans l'ordre inverse; le lnêlne angle
cp'se retrouvera pour les deux travées qui aboutissent au
point B, parce qu'elles se raccordent tangentiellement sur
cet" appui. Entre les deux équations résultantes, on élilni-
llera?', et l'équation finale sera une relation linéaire entre
M, :M', :M".

Appliquons cette lnéthode à une poutre continue posée
sur des appuis de niveau et sollicitée dans chacune de ses
travées par des poids uniformément répartis; p, p' sont les
charges par unité de longueur dans chaque travée; pour
la seconde BC, nous n'avons qu'à appliquer la relation
trouvée plus haut:

1/ ,6 El, l,
lNM ==-21.\'1- - q)- - P -.

l" [,

Pour la Première travée on devra changer r.r;' en - (;;', car, j j

pour exprimer Men fonction de M', on prenelles appuis dans
l'ordre rétrograde ; au lieu deTangle que fait avec l'horizon
la tangente à l'axe neutre dans la travée BC, on doit prendre

f._-r--_"~"~~-'''''''"
~-"-.,,,~-,

,..-,~.",,,,,.,,,,,,,,,,,,,c,,,,,," ,'-'-..',~
'--'''~>',,,,,''''-',.., """",...,
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'angl~ cpfe-faitavec l'horizon leprolongeInentd~cette tan-
~ente, apgle gui est égal ,au premier changé de signe; 'on
1uradoncla secondeéquation: '

, ,6EI, l"
'1"lU == - 21\1 + l"~ -

"4
p ~.

Multiplions la prenlière par l', la seconde par let ajoutons;
l'angle cp's'élinline, nous obtepons l'équation:

,

l ,1
, ~~l +21\1' ( l + Z')+ lU"l' + c4

pl3 + '4 p' l'3-0,

eLle théor~n1edes trois lliOll1ents est dénlOntFé. ,

On trouverait une relation linéaii'e de forme analogue
entre les trois nloments NI, M', M", dans le cas général oû
les forces seraient réparties d'une 111anièrequelconque,

-,

et
oùi1 y aurait de petites différences de nive~u entre les di-
vers appuis. Mais nous nous bornerons à exanliner' dans 'c~e
qui suit le cas de la répartition l!niforme des charges dans
~hacune des travées.

- ~

(l)

§ 2. Résolution du système d'Jqualions auquel conduit
le théorèmedest1'ois 1nonwnts.

Considérons une poutre droite continue den travées, re-
posant sur n + 1 appuis de niveau.

Appelons 11, l2' ln les longueurs de chaque travée,
et Pl, P2' 'Pn les poids par unité de longueur dans
chacune d'elles.'

.
'-

, - -

Lenuméro d'une travée sert d'indice àla fois à lalon-
gueur l de cette travée, et uau poids p qui y est uniformé~
Inel1t réparti; il est égal au nU111erOde l'appui

-

de gauche
de là travée. .

. -

Appelons en!in M2, Ma' .M'I les n - Inlonlents flé~
chissants inconnu~ sur les. appuis nOS2, 3, n; nous,
ome~tons le nlonlent fléchissant sur ,l'appai n° "1, i)U 'sur la
première

j

ctilc.e, \ et lemOlnent fléchissant sur .J'appui
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n° (n + 1) ou sur la .seconde culée, parce que ces nloments
sont nuls, la p()utre reposant sans encastrement sur ses
appuis extrêmes. .

On aura pour déterl1liner les n - 1 mOlnents inconnus,
le groupe suivant de n --- 1 équations du prenlier degré,
qui ne sont que l'application de l'équation (1) à trois appuis
consécutifs quelconques:

2(11+ 12)M2+12M3=- ~(pl1: +p2l:),
LI
1

.

l2 M'2 + 2 (l2 + 13) lU3 + l3 Mr. === -
4

(P2l: + P 3I ~
),

lsM 8+ 2 (13 + 14)1\1
4 + 14 JU 5- -

~
(P3 1:+ p!, 1~ ) ,

.
1 3 3

In-2~In-2.+2(ln-2+1n~1) Mn-l +ln-l Mn ===-
4

(Pn-21n-2+Pn-lln-r)

1 3 3.

In-1Mn-l+2 (ln-1+ln)Mn ===-4(Pn_tln-l+Pnln).

Nous poserons pour abréger:

1 3 3
P2-[~ (pll1 + P2l2)'

1
l 3 3P 3 ==="7 (p 2 ') + P3 l3 ),

LI
~

..............

ln-2 Mn-2 + 2 (ln-2 + ln-l) ~ln-1 + 'n-ll\In==- Pn.:...l'

'n-l ~ln-l + 2 (1)1_1j-ln) Mn == - Pn.

Soit proposé de trouver lVl2; on y..parviendra en. appli-
quant la méthode connue sous le n0111dernéthode de Bézout,

Pn ==
~

(Pn-l l~-l + Pn 1~),

les équations deviendront:

!

2 (11 + l2) M2+ 12M3 == - P 2,

l,M. t 2 (l, +1,) 1\
1

~3 + l3[\14

-
- P 3'

(M) l3M3-r2(l3+1JM4+l!,lH1)--P4'

f
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et qui consiste à faire disparaître toutes les inconnues,
moins une, en multipliant les équations par des coefficients
indéterminé,;;. Ici nous 1l1ultiplierons la dernière équation
par l'unité, l'avant~dernière par un coefficient indéter-
1l1inéCXl' la précédente par un autre coefficient indéterll1iné cx2'

et ainsi de suite jusqu'à la pren1ière équation qui sera
111ultipliée par un coefficient CXn-2. .

Faisons ensuite la son1111ede toutes les équations ainsi
transfornlées, et égalons à zéro les coefficients de M3,
Mt,' ... Mn clans l'équation résultante. Il viendra pour dé-
ter111iner M2 l'équation:

M2(2IXn-2(l1+l2) + (ln-3l2)]=-P 2i7.n-2-P 3(ln-3'" ..-Pn-1 a1-Pn

et pour dét(;rminer les n - 2 coefficients inconnus (cx), le
gl'oupe suivant de n - 2 équations :

Cl.n-2l2 +- 2 (ln-3 (l2 + [3) + Cl.n-413 == 0,

Cl.n-3l3 + 2 an-4 (l3+ l4) + Cl.n-5 l4 === 0,

(A)
.. "..........

a3ln-3 + 2(X2(In-3 + In-2)+ Cl:11n_2-- 0,

a2ln-2 + 2 ai (ln-2 + ln-l) + ln-1 , .' 0,

\ (Xlln-1 -t 2 (ln_1 + ln) == o.

Or ces équations sont inlmédiatenlent résolubles; on tire
CXi de la dernière; cette valeur de cxi' substituée dans la
précédente, donne cx2;l'antéprécédente donne CX3 aU1110yen

de CX2 et de cxi, et ainsi de suite, chaque coefficient se dé-
duisant des deux précédents ajoutés ensemble après avoir
été multipliés par des n0111bresconnus. l/analogie conduit
,
a poser:

an-1l1 + 2an-2 (Lt + 12)+ (ln-3l2 == 0,

et fintroduction de ce nouveau coefficient cxn -1 permet
d' exprimerM2 par la forn1ule :

l\J ==
P2an-2+ P3an-3 + . ..+P n-1 al + Pn

1.:2 .

(J. l "
>'1-:-1 ~ 1
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On renlarquera que si l'on écrit en tète du groupe (A)
l'équation qui définit an - l' on obtient un groupe qui ne
diffère du groupe (M) qu'en ce que les n10ments 111-
connus

1\'12'M3, . i. Mn-l' Mn,

sont remplacés par les coefficients

"n-2' "n-3' 0 o. "1' 1,

et les quantités -connues

P2' P 3 ... P n-1' P n ,
sont toutes rernplacées par zéro, sauf la pren1ière, 1\ qui

-
est remplacée- par (J.n-1l1.

Les coefficients ((/.) sont donnés par les équations:

- ( -L ~ )~1 - - 2 1 1 1 '1. 11-1

( + 'n-1 ) ln-1
(;(2==-2:1:\ l - --,

In-2 (n-2

(
. In-2

)
'

111-2et - - 2 ~ l -L- --'---
,

- et: ---
,

-3- :2 1 l il'n-3 n-3
.................

(
' 13) 1:1--')'" -'- - -an-2 - ~ ""11-3 l +

1
C(n-!.

1
..

:2 :2

( 12

)
12

C(n-\ == - 2 rln-2 1 +
11

- ctn-3 t1

.

Il est facile de s'assurer que les coeftlc1ents 7.1,7.2' 1.30. ~ ,
7.n-2' 7.'1-1ont des valeurs absolues qui sont croissantes, à
partir du pren1Îer, ~ï' dont la valeur absolue excède le
1l0lnbre 2, et qu'ils sont alternativement positifs ou né-
gatifs, à partir de Cf.

1
, qui est toujours négatif.

On obtient donc M2par la fonnule:

~n

~2
p~ ~ tl-'t

~J2 == ,
~n-J 11

l'indice,,; recevant dans cette somme toute~ les valeurs en-

,''''''''
'~.'._- ~.-

.~~

.~-~"'''~~''''-''---''''''
~.~~""., c '"

"".""

..",,,-" "., , --,~ ~~',,,,,,~-, , ,,~..,, ,,,-,,.
-",',.>.-

>"'''''',''
"~--"''''''~rry'''''.--;';,-'\:;~'".":",,

,,-:-:.:;..~--.-



-33 -
/

.".':
~

.~~~(de <}.(iJ..p,; pour que cette expression soit généraie, il
"rfâ,b.t,admettre. que (1.0est égal à J'unité; c'est un premier
,'é6effident constant qu'on peut Inettre en tête dé la suite des
'2Oflidents ((1.).'.

.

La même marche sert à déternliner Mn. On calculera
'uhe série j'a, Il' :2' j's' In-2, Yn-l comme on calcule la

série (1.0' (1.1' (1.2' ' (1.n-2' (1.n-i' nlais en commençant par'
l'autre bout de'la poutre; on trouvera de cettemaniè~e :

10===1,(

Il == - 2 (
, + ~),

( . 2

( l'J

)
l'J

12==-211 1 +
l:

-
t:'

(
l3

)
ls

13==- 212 1 +
l4

-11[4.

. . . . . . . -8. . . . . . . . .
(
'

.
ln-2

)
In_'2

In-2 =-2In-3 1+ l -1n-4 l-'
, n-l n-.l

( + ln-l
)

ln-1
In-1 ==- 21n-2 l

T: -In-st-;'
.

et Mnsera donné par l'équation:

~n
~'> P't"1"-2

~In= . -
l

.
In-l n

Nous verrons plus loin qu'au nlOyen des deux séries (~\
et (r) O:hpeut calculer directement un moment f1échissarit
quelconque. Observons d'ailleurs que quand la poutre est
symétrique par rapport~à son nlilieu, les deux séries (ri.)
et (r) sont composées respectivement des mênles nombres.

§ 3. Construction géométrique des moments sur les appuis.

.
Connaissant M2, on en déduira successiveu1ent Ms' M4".",

Ml,; cette, recherche se fait aisément par des constructions
géonlétriqu'es.

.)
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Lorsqu'une poutre repose sur un certain nombre d'appuis,

~ les moments fléchissants sur
/// : -- -- les appuis intermédiaires sont

l
tb

' tous négatifs. Sur les verti-
a/~

je---

""

J cales Aa, Bb, Cc, passant par
A ! fr-1 È Il

~~ les appuis A, B, C, dont lesMk-l l'IIIr .,1,Hl
nU1l1éros sont k- l, k, k-\-- ~,

prenons des longueurs' Aa, Bb, Cc égales aux valeurs abso-
lues de Mk-l' Mk, Mk+l' doublons la longueur intermédiaire
en prenant B~== 2Bb; joignons a~, c~; nous formons ainsi
deux trapèzes dont la surface totale est égale à

i\Ct-t-Bj3+ B~+-Cc
J\BX -- BCX -

2 2
l

l\'I"-1+2M~ -l '2Mk+Mk+l-
1.-1 le --2 2

1 - l
. 1

==--Ll/;-llUk-l-1- 2(lk-tiLl,,)Mk+l,.Mk+l}==- Pk,;
2 2

Le théorènle des trois 1110ITlentsdonne donc la mesure
de l'aire formée par la somnle des deux trapèzes AB~a,
BCc~, dont les bases sont égales aux longueurs des travées,
et dont les hauteurs ont un rapport sirnple avec les moments
lléchissants sur les appnis. On peut se servir de cette

, propriété pour construire géométriquement la valeur ab-

solue de Mk+l' au 1110yendes valeurs absolues de Mk-l et
de Ml;-

.

Soit en valeur absolue Aa == Mk-l' Bb == lVIk; prenons
H~3== B b >< 2.

Dr
B

,K lE'.I
~

.n

'_/r J 1 e
~. /- : Hi~ --~qp ~<~ c-=-~ ,/ t

" 1

1 .

//'J; /~ --/!- /;/
/

:~~
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~!valeur ;absolue Ccde.:Mk+lestinconnue.Ptenons les

roilieùxè et e des côtés a~, ~c, et 'par ces deux points me-
nons la. droite oe qui, prolongée, rencontre en p et q ~les

. verticales Aa, Cc; le trapèze ApqC est 'é9al à la somme -des.
trapèzes Aa~B, B~cC, et par suite il a pour n1esure ; Pk,

Par le milieu 1 de. la distance AC, menons la verticale IK,
qui coupe pq en H; le trapèze ApqCa pour n1esure ACXIH,

. ~p
.

et par. su,ite IH== 2AC.'Le point H est donc connu de posi-

tion sur la droite lK, et par suite, connaissal}.tle point ù,
n1ilieu de .a~, le point € se trouve à l'intersection de la

,

dl'oite ?H avec la verticale EE' élevée sur le milie~ de BC.
Au lieu de déterminer la longueur IH par l'équation

1- Pk .

IH,"
~C'

on peut l'obtenir par une construction géoll1é-

trique. Sur 'les verticales DD', EE' élevées au milieu des
portées AB, BC, prenons des quantités Dd, Ee, égales à

~
Pk-ll~-l e~ g Pi)~' c'est-à-dire aux", ~aleurs des moments

fléchissants qui existeraient aux milieux des ,portées AB,
BC, si elles étaient coupées sur les appuis A, B,C ; par les
points d et e, menons la droite 'inn, qui fornle le"trapèze
Al1~nC;cetrapèze a pour surface: '

ARX Dd + BC X Ee ,
ou bien:

1
~"'" 1"

2

Ik-1 X"8 Pk-ll,,-l+ lkXSP:; il. ==

1
(

:)

+
}J

)
l

=="8" Pk-l1k-l. ' Pk If.; =; Pk>

Donc la droite mn passe par le point H comn1e ladroiteoe. .

,Elle résumé, voici la suite dès constructions 11faire pour

trouver. MkH connaissant Mket Ml t' '
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Sur les verticales Aa, Bb, passant par les appuis A et B,

o(
IL
A

~

/"
il

I F '1 ~

-le

iE:J C

l ,
[

~.

-'-' C

prenons Aa égale à la valeur absolue de Mk-l et B~ égale au
double de la valeur absolue de Mk; joignons a~ et prenons
le point S n1ilieu de a~. Par les points D, E, l,milieux de
AB, BC et AC, élevons s~r AC des perpendiculaires indéfinies
et prenons

1 2
Dd == 8P k-l

1k-t ,
1 2

Ee == - P,.'k ;
8

joignons de qui coupe IK en H; joignons SH qui, prolongée,
coupe EE' en ê; enfin joignons ~s qui, prolongée, coupe en
cla verticale passant par le point C. Cc sera la valeur absolue

,d~ moment fléchissant Mk+l.
On pourra appliquer cette construction aux deux pre-

n1ièreRtravées, en observant que le 1110mentsur le premier
appui est nul; connaiss~nt M2par le calcul, on en déduira
donc M3; la mêllle construction appliquée à la seconde et à
la troisième travée donnera Mr.e1;.ainsi de suite jusqu'aux
dernières travées. Appliquée aux deux dernières travées,
]a construction devra donner zéro pour le moment sur le

dernier appui; c'est une vérification.
Supposons que tous les n10ments fléchissant sur les ap-

puis soient détenninés, et proposons-nous d'en déduire le
moment fléchissant dans une section quelconque de la
poutre.

La section dont il s'agit est située dans une travée AB,
comprise entre le (k - 1) m. et le km. appui; elle est définie
dans cette travée par son abscisse AN==x.
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aurons en ce point, -e,t appelant lV~le nlOment ,ilé.-
~

r

C chîssant variable avec x :

" '

,1
'JlU = l\'lk-l + Ax - - Pk-l x-.

2.

1\1
l A est - l'effort tranchant en A

dans la travée AB; faisant x == lk-l' M devient égal à Mk,
, et par suite

1 2

Mk == Mk-l + "Alk.:...t - - Pk-lh-l .
2.

Entre ces deux équations élin1Înons A, nous obtiendrons
l'équation finale:

'

,
l'

M~k-l- M/eX == Mk-l (llr-l- x) +; Pk~t lk_l X(lk_l- x),

ou bien
Mk-l(lk-l - x) + Mkx +

l
'

z )M == l
- Pk-l X ( k-l - X .

, k-l 2.

Le moment M en un point quelconque de ABse compose

donc de deux parties; l'une, .: Pk-lX(lk~l- x), est la valeur
2 ,

qu'aurait le filoment fléchissant au point défini par l'abscisse
x, si la travée ABétait coupée sur sesdeux appuis ,; cette por-

r tion est rep~ésentée par les ordonnées d'une parabole ACBdon1.
l'axe coïncide avec la droite élevée perpendiculairement au ,

c,
nlÎlieu de AB.L'autre partie,

.
DZ~_E b Mk-l (lk-l --- x) + Mkx

a
,

L
/ i IC: l re-

i- 1 1,('.' 1 k-l

A~' ,,:, B, p;ésentée 'par les ordQnnées
.

,V
- i' '~I d ~ne drOIte

,

' passant par le .

a ' - ~ pOlntx~-o, M-Mk-l et par
b' le point x == lk~l' M== Mk ;

en d'autres termes, par les ordonnées d'une droite joignant
les extrénlÎtés des longueurs Aa, Bb, qui représentent les
moments fléchissants en A èt en B; Mk-l' :Mksont desnol11.,-

,

bres négatifs, et J' addition des deux portions de lavalenr

,/
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de M revient à soustraire de la première partie la seconde
partie prise positivemenL Prènons donc sur les verticales Aa,
Rb, passant par les appuis, des quantités Aa, Bb égales aux
valeurs absolues de Mk-l, Mket joignons ab; nous aurons le
nouvel axe par rapport auquel il faut prendre les ordonnées
de la parabole ACBpour avoir la valeur complète de M. Ainsi,
au point A, Mest égal à - Aa; M est nul en D', projection
du point D où ab coupe la parabole; M est maximum, au
point c', projection du point C où la tangen~e à la parabole
ACBest parallèle à ar); il se retrouve nul en E', projection
du point E; enfin en Bil est égal à- Bb; la courbe des mo-
Inents a'D' C'E' b' s'obtient ainsi en prenant pour ordonnées
la différence des ordonnées des deux contours ACB et ab.
C'est la parabole ACB elle-lnême déplacée de manière que
son axe reste toujours vertical et qu'elle passe par les deux
points donnés a' et b'.

On peut remarquer que des deux lignes ACB, ab qui con-
courent à fornler la courbe- définitive a'C'b?des moments,
l'une ACB résulte entièrement du poids Pk-l unifornlénlent
réparti dans la travée .AB, tandis que la position de la
droite ab dépend des charges unifonnes réparties dans
toutes les travées. Chaaue travée doit être considérée suc-

1.

cessivement comme pleine ou comme vide; on ne peut donc
trouver pour chacune que deux contours ACB, l'un corres-
pondant au poids de la travée pleine, r autre à son poids
propre sans addition de surcharge; il Y a au contraire au-
tant de droites ab à considér81~qu'il y a d'hypothèses dis-
tinctes à faire sur la distribution des surcharges entre les
diverses travées.

§ 4. Détermination directe d'un '11wment quelconque.

Une Inéthode analogue à celle que nous avons tracée
pour déterminer M2 ou Mn, conduit à la déternlination
directe d'un moment Mkquelconque. Avant de fexposer, j}
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est bon de fonner avec toutesles quantités qui entrent da
le problème, connues, ineonnues, ou coefficientsauxiliairt
un diagramme où elles soient chacune attribuées sans an
biguïté à une travée ou à un appui. C'est l'objet de ~
figure suivante.

~os des Travées. .
1\os des Appuis.. i...

i

/:.:.

~IOJ1lentsinconnus. ;
Long.destravérs. =

l1

Poids réparti par }
: Plunitéde long.. :

Série (U} . . . . . O:n-1

Série (l')' . . . . . 0

: l2

~h-1 nh I\h+1

: lk~i : lle :
:M"'+1 Mn :
: ln-i: ln :

. .. .; P2 . . .. .
: PLi: Pk :. .

.
":

Pn-1 j pn
~ .

O:n-2 O:n-a C!n-k+l rJ.n--k (,(n-k-1 0:1 0:0=1 0

l'k-a 1'/;-2 1'/;-1 "{n-3 l'n~2 l:n-1l' 0=1 "(1

On voit par ce tableau qu'à chaque appui, correspondent
un coefficient (a) et un coefficient (y), et que la sornnle
des indices de ces deux coefficients est constante et égale
àn-2e

Revenons aux équations (lVI).
Le TIlOnlentinconnu Mkse trouve dans la (If- 2) me équa-

tion de ce groupe avec le coefficient 1/;-1' dans la (k - 1) me

avec le coefficient 2 (lk_1+ (k), et dans la kmeavec le coeffi-
cient lk' Multiplions la prelnière des équations (M) par

an-le' la seconde par an-kIt' la 3me par CJ'n~kï2' jusqu'à
la (k - 1)me,que nous multiplierons par

Ctn-1er /;-2; puis eon-
tinuons en multipliant la kme par Ctn-lc-lYk-2; la (Tt+ 1) m,e

par Œn~k-21k-2' et ainsi de suit~ jusqu'à (11,-- 1) me et der-
nière qui sera Il1ultipliée par yk-2; faisons la sonlme des
équations ainsi préparées, et tous les rnoments inconnus
disparaîtront, sauf Mk; nous trouverons comme résultat
final:

M == -
C(.n-k(P 2+P 311+.. .+P k-1ïlC-3)+PkC(.n-kYk-2+i'k-~iPk+l(Xn-k_l +... +]Ùn-l(Y.l+P J

k ..
. -- .

lk_l (Xn-k "(k-3 + 2 (/1._1+ lk) rJ.n-ki'k-2+ lk O:n-k-l Ik-2 '.

Le dénonlinateur du second membre peut se sin1plifier,
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en observant que l'on a entre les troÜ~coefficients consécu-
tifs Ik-3' lk-2' Il'-1' la relation:

[k-1Ik-3 + 2 (17)-1 + 1k)"(/[-2 + lklk-l == o.

Multipliant par !J.n-lc'il vient:

ll>-l Ik-3 (J.n-/;+ 2 ( [k-1 + [l') (J.n-/;11[-2 -I-1/; (J.n-f' "(k-1 == 0,

et par suite le déno11linateur Mk se transfor11le en
)

l k ((J.n-k-11 k-2 - (J.n-k
"{ ,,-1) ;

ou, avec la suppression du signe - devant le second
mernbre : ,

ll; (êln-l>"(h-:1- Cl.n-k-l "(Ii-J.

C'est le pl'oduit de la longueur ll> de la kme travée par la

différence desproduits en croix des coefficients (!J.) et ('y) qui.

correspondent aux appuis sur lesquels porte cette travée. Le
dénonlÎnateur de la valeur de Mk est ainsi relatif à l'une des
deux travées qui aboutissent à l'appui sur lequel s'exerce le
m011lent Mk; le nU11lérateur, au c011trair~, ne contient que
des te1'11lesrelatifs aux divers appuis; il est permis de con-
clure de cette si11lple 1'elnarque que le dénominateur pour-
rait aussi bien se représenter par le produit

lk-l( (J.n-h+1"(k-2 - (J.n-/;"(h-3))

fornlé au moyen de la longueur lk-1 et des coefficients (a)
et (y) pris dans la travée précédente, que par le pro-
duit lk(C'I.n-kYIï-1-an-k-1Ik-2) auquel nous sommes par-
venus; et de là résulte ce théorèlne : ( Le produit de la
{( longueur d'une travée par la différence des produits en
« croix des coefficients ((J.) et (y) qui correspondent aux
« appuis comprenant cette travée, est constant dans toute

.
( l'étendue de la poutre.})

On démontre directement ce théorènle en se reportant'
aux équations:

1k_1 "(k-3+ 2 (lk_1 + [k)lk_2+ lk "(k-1 == 0,
1k-1 ('/.n-k+l + 2 (lk_1 + tk) (J.n-k+ lkl'J,n~k-l == 0

,,,_.,,.~~~~"..
'''~:'~''''''''''''''''''''''''''''''-'''.~Hi.-''''''.,;"""-f''",,,
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qui établissent la relation entre l'k-3' ')\-2' Ik-1' d'une part,

et entre Cl..n-k+l'rJ..n-k'CI-n-k-l' de l'autre.
Si l'on multiplie la pren1ière de ces équation par Cl..n-k'

la seconde par 1k-2' et qu'on retranche, il vient:

lk-l(an-Ht{h-2- an-klk-3)== lk(~n-klk-i - (f.n-k-ll/r-2)==L.

Ce produit constant L, pris clans la première travée est.
égal à llC1..n-l'ou dans la dernière, à lnln-1' et l'on a la

fonnule générale:
le n

an-le ~ P't"('t-2 + l/r-2 ~ P't7n-,"

lU == 2
.

k+:
k L

.

Le dénonlÏnateur C01111nUnL a le signe de an-1; il est po-
sitif si le nombre n des travées est inlpair, et négatif dans

,

le cas contraire.

§ 5. Propriétés des nombres (Cl) et (j).

1. Les n0111b1'es(a) et (1') ont quelques propriétés inté-
ressantes que nous allons indiquer dans ce paragraphe. On
vient de reconnaître que le produit de la longueur l d'une

,
travée, par le déterminant C/.'('-r:J.'ydes coefficients

r ~ ~,j

qui correspondent à ses appuis est une quantité COl1--
stan te, quelle que soit la travée considérée. On peut
aussi poser nne relation entre trois coefficients ((J.) con-

sécutifs, et les trois coefficients (1) relatifs aux Inêrnes
appuis, dans laquelle n'entre aucune longueur de travée;

d 'él " l lkil suffit pour cela Iminef e rapport
l

entre les deux
k-1

équations qui lient Ik-3' Ik-2' Ik-1 d'une part, et (/.n-Hi' (/.n-k'

(/.n-k-i de l'autre.
Pour cela on donnera à ces équations la forme

lk_1(lk-3+ 2"{k-2) = -l/c(21k_2+ Ik-I)'
lk-1(an-Hi + 2C<n-l')= -11/ 2C<n.k+ "n-l(-1)'
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et la division élirninera les longueurs de travées :

Ik-3 + 2"(k-2 - CXn-Hi+ 2rJ.n-k

2'( k-2 + "(k-l
-

2IXn-k + IXn-k-l
.

2. Les nombres rJ.,n "'(n' sont positifs ou négatifs suivant que
n est pair ou in1pair, et ils-ont une valeur absolue d'autant
plus grande que n est plus grand. 11résulte de là:

loQue la SaHuneou la différence, (J.n+ (J.n-l' de deux ter~
Ines consécutifs d'une Inême série (rJ.) a toujours le signe
de celui des deux tenl1es qui a le plus grand i,Delice,c'est-
à-dire le signe de aM et que la valeur absolue de la sonllne
':i.n + ("I.n-1 est n10indre que celle de rJ.n, tandis que la valeur
absolue de la différence Cf.n -' (J.n-l est plus grande;

20 Que les produits rJ.n(J.le,ou ':1.n'Yk de deux tennes pris

comme on voridra dans une des ,séries (ct), (1') ou dans les
deux, sont positifs si les indices n et k sont à la fois pairs
ou à la fois in1pairs, et négatifs si l'un des indices est pair
et l'autre inlpair; ce qui revient à dire que les produits
rJ.n 'X'e! ou (1.n 'Yk sont positifs ou négatifs suiyant que la SOlnm,e
n + k des indices est paire ou impaire, ou encore qu!ils ont
toujours le signe de (- 1t+k.

Il en est de nlênle des quotients Ci.n
ou rJ.n, et plus géné-

ale 'Yk

ri 'V
l'alelnent encore, le 1101nbre 'n i k est positif ou négatif

'1.n''';'Ie' . . . .

sui vant que la son11ne n + k + n' + k' + des indices
des facteurs du numérateur et du dén01ninateur est paire

. .
ou unpalre.

3. Supposons que toutes les travées soient égales, et
qu'elles soient en n01nbre indéfini. Les deux séries (Ci.) et (~{)

se réduiront à une seule et même série, savoir:

\lo == l,
el1 == - 4,
\l2 == 15,
:;:3== - 56.
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Généraleulent

n -- (lN -7
v"n - ~t"'''n-: ~i~-2'

ou (/. -1- ~:( -!- N = 0
'1'

1 . n-! 1 ""n-;! .

Avec les nombres !J.o, ~ï' !J.2~ 'J'n, ... fon:nonsun poly-
nome indéfini:

!J.o+ !J.l x + !J.2X2 +
'" + Cf.n:rn + ... ,

et multiplions-le par
1 + 4.x+ x2 ;

le produit se réduira à

(1.0 + ((.(1+ [i~o)x,

ou toutes réductions faites, à l'unité; les tel~mes de degré
supérieur disparaissent du produit parce qu'ils ont pour
coefficient général la 80111n1e(f.n +. 4an-l + !J.n-2~qui est con-
stan1mentnulle; donc le polyno111e1-4x+ 15x2-56:X;3+...

dont les coefficients sont les valeurs des tern1es de la série
(CI.) s'obtient en divisant l'unité par le trinor)1e 1+4x-~x2.

Mais on a identiquen1ent :

1
,
L--

l - 2 V3 2 J3
1 + 4x + x2 - (2-y''j) + x

-
(2+ ,/3)+ x'

et des développements séparés des d~ux fractions du se-
cond menlbre conduisent à deux progressions géOlnétri-
ques; faisant la S0111medes termes généraux de c.esdeux
progressions, on aura l'expression générale de (i'n:

el,. == (-- l)n
(2+J3t+1-~- V3t+1 ,

1,-
2 V{)

nonlbre rationnel et entier.
On obtiendrait des 'résultats analogues si les travées suc-

cessives, au lieu d'être égales, étaient les, termes d'une
.

" é 'progressIOn gcom tnque.


